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Ty6 kuuluu sanojen kombinatoriikan alaan ja siind kisitellidn sanayhtéloitd. Tar-
kastelun kohteena on sanayhtéloiden ratkaisujen esittdminen parametristen sanojen
avulla.

Hmelevskii todisti (Equations in free semigroups; Proceedings of the Steklov Ins-
titute of Mathematics, 107, 1971; kddnnos, American Mathematical Society, 1976),
ettd kaikkien niiden kolmen muuttujan sanayhtéliden, joissa ei ole vakioita, ratkai-
sut voidaan esittda parametrisesti, mutta neljin muuttujan yhtaloille timéi ei endd
pidéa paikkaansa. Tyon tavoitteena on néiden tulosten todistaminen.

TyoOssa esitetddn sanojen ja sanayhtaloiden perusteet, méaritelladn tasmaéllisesti sa-
naparametreistd ja ndiden eksponentteina olevista numeerisista parametreistd koos-
tuvat parametriset sanat ja todistetaan joitakin tarvittavia aputuloksia. Tamén
jalkeen todistetaan Hmelevskiin tulokset yhtédldiden ratkaisuiden parametrisoitu-
vuudesta. Neljin muuttujan yhtiloiden tapaus on helpompi ja perustuu Czeizlerin
yksinkertaistettuun todistukseen (The non-parametrizability of the word equation
xyz = zvx: a short proof; Theoretical Computer Science, 345:296-303, 2005). Kol-
men muuttujan yhtiloiden késittely seuraa enimmékseen Hmelevskiin todistusta ja
muodostaa padosan tyosta.
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1 Johdanto

Tamaén tyon aiheena ovat sanat eli merkkijonot yli jonkin dérellisen symbo-
lijoukon. Sanoille voidaan méiritelld laskutoimitus katenaatio, joka vastaa
néiden laittamista perdakkiin. Ndin syntyy algebrallinen struktuuri, joka on
adrellisesti generoitu vapaa monoidi. Sanojen kombinatoriikan perusteoksia
ovat Lothairen kirjat Combinatorics on words [5] ja Algebraic combinatorics
on words [6].

Sanamonoidissa voidaan mééritelld yhtdlot tavalliseen tapaan. Nididen
ratkaiseminen on yleisesti vaikeaa. Alan merkittdvia tuloksia on Makaninin
algoritmi, joka ratkaisee sen, onko annetulla yhtal6lla ratkaisuja vai ei.

Sanayhtaldilla on tyypillisesti ddrettomén monta ratkaisua. Siksi ennen
kysymystd yhtdlon ratkaisemisesta pitdéd pohtia, miten nadmé ratkaisut voisi
esittdd adrellisesti. Yksi moniin tapauksiin sopiva menetelméi on parametriset
sanat. Taméa tyo tarkastelee sitd, milloin kaikki ratkaisut voidaan esittdé
parametristen sanojen avulla.

Parametrisissa sanoissa on sanaparametreja ja numeerisia parametreja
nédiden eksponentteina. Esimerkiksi konjugointiyhtdlén zz = zy ratkaisut
ovat

r=pq, y=qp, z=pgp) tai w=y=1, z2=p,

missd sanaparametrit p ja ¢ voivat olla mitd tahansa sanoja ja numeerinen
parametri ¢ voi olla positiivinen kokonaisluku tai nolla. Hmelevskii todisti
[3], ettd kaikkien niiden kolmen muuttujan sanayhtéloiden, joissa ei ole va-
kioita, ratkaisut voidaan esittdd parametristen sanojen avulla. Lisdksi hén
antoi esimerkin neljan muuttujan yhtalosta, jonka ratkaisuja ei voida esittaa
parametrisesti. Jatkossa oletetaan aina yhtéloiden olevan vakiottomia.

Tama tyo alkaa luvussa 2 joidenkin sanojen kombinatoriikan perusasioi-
den lyhyella esittdmiselld. Erityisesti kisitelladn sanayhtialoité ja todistetaan
muutamia niihin liittyvid yksinkertaisia lemmoja, joita tarvitaan myohem-
min.

Luvussa 3 méaritelladn parametriset sanat ja joukkojen esittiminen néi-
den avulla, jolloin voidaan esittda tasméllisesti tyon varsinaisena tavoitteena
oleva Hmelevskiin tulos. Parametristen sanojen avulla voidaan myos kasitella
eksponenttiyhtiloitéd, jotka ovat tirked osa tdmén tuloksen todistusta. Lu-
vun lopuksi todistetaan, ettd neljin muuttujan yhtilon zuy = yvx ratkaisuja
el voida esittdd parametrisesti; tdmé tulos on selvisti helpompi kuin kolmen
muuttujan yhtiloiden ratkaisujen parametrisoituvuuden todistaminen.

Kahdessa viimeisessd luvussa tarkastellaan kolmen muuttujan yhtaloita.
Luvussa 4 todistetaan pédatulos osalle kaikista téllaisista yhtdloistd. Tamaéan
jilkeen tavoittena on palauttaa kaikkien yhtdloiden ratkaisut ndiden perus-



yhtéloiden ratkaisuihin. Téarkein menetelméa tissa ovat yhtaldiden kuvat ja
f-kuvat, joiden kisittely vie suurimman osan luvusta 4.

Luvussa 5 todistetaan luvun 4 tulosten pohjalta, ettd jokaisen kolmen
muuttujan yhtdlon ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti. Tamé tapahtuu
palauttamalla yhtdlot vaiheittain toisenlaisiin yhtal6ihin, jolloin muodostuu
puumainen rakenne. Paitulos todistetaan osoittamalla, ettd jokainen yht&lo
voidaan talld tavalla palauttaa luvussa 4 kasiteltyihin perusyhtél6ihin.



2 Merkintoja ja perustuloksia

Téassé luvussa madritelladn kisitteitd ja esitellddn merkintojd, perustuloksia
ja joitakin my6hemmin tarvittavia lemmoja. Peruslauseitten todistukset 16y-
tyvéit kirjan Handbook of Formal Languages luvusta Combinatorics of words
[1]; se on muutenkin hyvi sanojen kombinatoriikan l&hde.

2.1 Sanoista yleisesti

Aakkosto on mikd tahansa ddrellinen epétyhji joukko . Sen alkiot ovat
kirjaimia. Sanat yli tdmén aakkoston ovat kaikki sen alkioista koostuvat
adrelliset jonot; ndiden joukosta kiytetdan merkitddn >*. Siis

Y={ay...a,:n>0,ay,...,a, € X}.

Erityisesti joukkoon »* kuuluu nollasta merkista koostuva tyhjdi sana, jota
merkitddn symbolilla 1. Lisiksi merkitddn 3T = 3* ~ {1}.
Sanojen u = ay ...a, ja v ="by...b, katenaatio on

UV =0a1...0,b1...b,.

Tavalliseen tapaan piste voidaan jattdd merkitsemétta ja puhua tulosta uwv.
Tyhja sana 1 on neutraalialkio ja (X*,-) on vapaa monoidi.

Sanan w potensseista koostuvasta joukosta {w™ :n =0,1,2,...} voidaan
kiyttad merkintaa w*.

Sanan w = a ... a, pituus on |w| = n. Kirjaimen a esiintymien lukuméaé-
rid sanassa w merkitddn |wl,.

Sana u on sanan w alkuosa eli prefiksi, jos on olemassa sellainen sana v,
ettd uv = w. Talloin merkitddn v < w. Jos tédssd v # 1 eli u # w, niin v on
aito prefiksi ja merkitdédn v < w. Vastaavasti méaéritellian sanan loppuosa
eli suffikst.

Sanan w = a, . . .a, kddnteinen sana on wf =a, ...aq,.

Jos ¥ on aakkosto ja M monoidi, niin kuvaus A : ¥* — M on mor-
fismi, jos h(uv) = h(u)h(v) kaikilla u,v € ¥*. Mikd tahansa kuvaus h :
¥ — M voidaan laajentaa yksikésitteiselld tavalla téallaiseksi morfismiksi.
Jos ¥ = {ay,...,a,}, niin sanasta U € ¥* voidaan kiyttdd my6s merkin-
taa U(aq,...,a,), jolloin voidaan merkitd h(U) = U(h(ay),...,h(a,)). Jos
M = ¥*, niin morfismilla a; — u tarkoitetaan siti yksikésitteistd morfismia,
joka kuvaa a; — u ja a; — a;, kun 1 =2,... n.

Sana w on primitiivinen, jos se ei ole aito potenssi eli jos sité ei voi esittia
muodossa t", missd t # w. Jokainen sana w voidaan esittdd yksikésitteisel-
14 tavalla muodossa t" siten, ettd ¢ on primitiivinen; tilloin ¢ on sanan w
primitiivinen juuri ja merkitddn t = p(w).

3



Sanat u ja v kommutoivat, jos uv = vu. Seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:
(i) w ja v kommutoivat,

)

(ii) u ja v toteuttavat epétriviaalin relaation,

(iii) on olemassa sellainen sana ¢, ettd u, v € t*,
v)

(iv) p(u) = p(v).

Sanat u ja v ovat konjugaatteja, jos on olemassa sellaiset sanat p ja g,
ettd u = pq ja v = qp. Jos u,v # 1, niin seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

(i) w ja v ovat konjugaatteja,
(ii) on olemassa sellainen sana z, ettid uz = zv,

(iii) on olemassa sellaiset sanat z,p, g ja luku k& > 0, ettd u = pq, v = ¢p ja
= p(ap)*.

2.2 Sanayhtalot

Seuraavassa maaritelladn sanayhtalot. Yleisesti niissé voisi esiintyé tuntemat-
tomien lisdksi vakioita, mutta tdssd méaaritelméssa ja jatkossa kisitellaan vain
yhtalditéd, joissa ei ole vakioita.

Oletetaan, ettd on kiinnitetty aakkosto > ja tuntemattomien aakkosto =.
Té&ll6in yhtdlo E on pari (U, V), missd U,V € =*. Tatd merkitdin U = V.
Yhtélon E ratkaisuja ovat kaikki morfismit h : 2% — ¥*, joille h(U) = h(V).
Jos tuntemattomat ovat jarjestyksessid xq,...,x,, niin voidaan puhua myés
ratkaisusta (h(z1), ..., h(z,)) tai ratkaisusta x; = h(xy),...,z, = h(z,). Jos
h(xy),...,h(z,) € t* jollakin ¢ € ¥*, niin ratkaisu h on jaksollinen.

Maaritellddn tavallisten yhtaloiden lisdksi myos yksipuoliset yhtalot. Tés-
sd vaaditaan, ettd U ja V alkavat eri kirjaimilla. Yksipuolista yhtdlod mer-
kitddn U = V, ja sen ratkaisuja ovat ne yhtidlén U = V ratkaisut h, joille
h(x) > h(y), missd z on sanan U ja y sanan V' ensimméinen kirjain. Merkinta
V & U tarkoittaa samaa kuin U = V.

Jos x € Z ja U,V € =¥ niin yhtaloilla U = V, 2U = 2V ja Uzr =
Vx on samat ratkaisut. Tdmén vuoksi yhtélditd voidaan supistaa ja kertoa
vasemmalta tai oikealta. Sama on voimassa yksipuolisille yhtéloille oikealta
operoinnin suhteen, mutta yksipuolisen yhtdlon méarittely tekee vasemmalta
operoinnin mahdottomaksi.

Edellisessi osiossa todetun nojalla saadaan ratkaisut jokaiselle kahden
muuttujan yhtilolle sekid konjugointiyhtélolle xz = zy.



2.1 Lause. Olkoot U,V € {z,y}* eri sanoja. Oletetaan, etti |U|, = a,
\Ul, =0b, |V], = ¢ ja |V], = d. Kahden muuttujan yhtilon U =V ratkaisut
ovat . .

r=1t, y="=,
missit € X, ai+bj =ci+dj jai,j >0
2.2 Lause. Yhtalon xz = zy ratkaisut ovat

r=pq, y=qp, z=0plqp) tai r=y=1, z=p,
missa p,q € X* ja i > 0.

Yhtéaloiden ratkaisemisessa voidaan kiyttdd apuna esimerkiksi edellisid
yhtaloitd, pituusargumentteja ja sijoituksia. Hyddyllisid ovat myo6s kaksi seu-
raavaa lausetta: Finen ja Wilfin lemma sekd Graafilemma.

2.3 Lause (Fine ja Wilf). Olkoon u,v € ¥7, v/ < u, v < v ja

™| = ™| > Jul + |v] = syt(ful, [v]).
Talloin u™u' = v™ jos ja vain jos uv = vu.
2.4 Lause (Graafilemma). Olkoon E yhtdloryhmd. Muodostetaan graafi,
jonka solmugja ovat tuntemattomat, ja jossa solmugjen x,y wvalilla on kaari,
jos E sisdltdd jonkin muotoa x ... = y... olevan yhtdlon. Oletetaan, ettd
tassd graafissa on ¢ yhtendistd komponenttia. Olkoon = = {x1,...,z,} ja

h @ = — X* jokin yhtaléryhmdan E ratkaisu. Nyt on olemassa sellainen c-
alkioinen joukko F C ¥*, ettd h(xy), ..., h(z,) € F*.

Lauseesta 2.4 tulee kiyttoon seuraava erikoistapaus.

2.5 Seuraus. Olkoon A, B,C, D € {x,y, z}*. Kolmen muuttujan yhtiloparin
rA = yB,xC = zD, kaikki ratkaisut h, joille h(x),h(y),h(z) # 1, ovat
jaksollisia.

Finen ja Wilfin lemmaa kiytetdin ensimméisen kerran jo lemman 2.9
todistuksessa. Graafilemmaa tarvitaan vasta myohemmin, joten esitetdin sen
kiaytosta esimerkki.

2.6 Esimerkki. Tarkastellaan yhtialod zyzzzy = yzezyx. Koska |h(xyz)| =
|h(yzx)| kaikilla morfismeilla h, niin yhtdlo on ekvivalentti yhtéloparin xyz =
yzx, vzy = zyz kanssa. Olkoon h tdmén ratkaisu. Jos h(y) = 1 tai h(z) = 1,
niin A on jaksollinen. Jos h(z) = 1, niin yhtélo tulee muotoon yzzy = yzzy.
Seurauksen 2.5 mukaan yhtalolla on néiden lisdksi vain jaksollisia ratkaisuja.
Siis ratkaisut ovat

z=p, y=p, z=p" tai z=1, y=p z=g

missi p,q € X" ja 1,5,k > 0.



Seurausta 2.5 kilytetddn usein pituusargumentin kanssa, kuten esimerkis-
sé 2.6: jos jokainen muuttuja esiintyy sanassa xA yhtd monesti kuin sanassa
yB, niin yhtaloilla 2 AxC = yBzD ja xAzD = yBxzC on vain jaksollisia
ratkaisuja seké ratkaisuja, joissa jokin muuttujista saa arvon 1.

Seuraavat lemmat antavat ratkaisut joillekin myShemmin tarvittaville yh-
taloille ja toimivat samalla esimerkkeinéd yhtédloiden ratkaisemisesta. Jaksol-
listen ratkaisujen maarittaminen on helppoa, joten lemmoissa kisitellaan vain
jaksottomia ratkaisuja.

2.7 Lemma. Yhtdilon xyz = zyx jaksottomat ratkaisut ovat

r=(pa)'p, y=4apa)’, == (pa)*p,
missi p,q € X%, 1,7,k >0, pq # qp ja pq voidaan olettaa primitiiviseksi.

Todistus. Viitetyt ratkaisut toteuttavat yhtdlon ja ovat jaksottomia. Jos h
on jokin jaksoton ratkaisu, niin h(zyzy) = h(zyzy), joten h(zy) = t™ ja
h(zy) = t", missé ¢ on primitiivinen ja m,n > 0. Nyt h(y) = ¢(pq)?, missi
pg = tja 0 < j < m,n, jolloin h(z) = (pqg)'p ja h(z) = (pq)*p, missi
t=m—j—1jak=n—j—1. Jos pja q kommutoisivat, niin ratkaisu olisi
jaksollinen. O]

2.8 Lemma. Yhtdlon xyz = zxy jaksottomat ratkaisut ovat

= (pg)'p, y=qlpg), z=(pqg)*
missd p,q € X, 1,5,k >0 ja pq # qp.

Todistus. Viitetyt ratkaisut toteuttavat yhtdlon ja ovat jaksottomia. Jos h
on jokin jaksoton ratkaisu, niin h(zy) = t™ ja h(z) = t*, missé m > 0,k > 0.
Nyt h(y) = q(pg)?, missd pg = t ja 0 < j < m, jolloin h(x) = (pq)'p ja
h(z) = (pq)*, missi i = m — j — 1. Jos p ja ¢ kommutoisivat, niin ratkaisu
olisi jaksollinen. O]

2.9 Lemma. Olkoon a > 2. Yhtilon xzx = y* jaksottomat ratkaisut ovat

i+1 i+1

= (pg)'p, y=(pa)*'p, z=aqp((pe)"*'p)" *pa,

missi p,q € X*, i > 0 ja pq # qp.

Todistus. Viitetyt ratkaisut toteuttavat yhtélon ja ovat jaksottomia. Olkoon
h jokin jaksoton ratkaisu. Jos olisi |h(z)| > |h(y)| niin lauseen 2.3 perusteella
h(zz) ja h(y) ovat saman sanan potensseja, josta seuraa, ettd ratkaisu on
jaksollinen. Siis |h(z)| < |h(y)|. Télloin h(y) = uh(z) = h(z)v, missé u, v #
1, ja h(z) = vh(y)*2u. Nyt lauseen 2.2 perusteella u = pq, v = gp, h(z) =
(pq)'p, h(y) = (pq)™'pja h(z) = qp((pg)"*'p)* *pq. Jos p ja ¢ kommutoisivat,
niin ratkaisu olisi jaksollinen. O



2.10 Lemma. Olkoon a > 2. Yhtdlon xy®z = zy“x jaksottomat ratkaisut

ovat
(1) = (pg")'p, y=q, z=(pg")p
tat
= qp((pg)*'p)* 2pa(((pg)*+'p)*'pq)’,
(2) y = (pq)p,
=z = qp((pa)"'p)**pa(((pq)*p)**pq)’,

missd p,q € X, 1, j,k > 0 ja pq # qp.

Todistus. Viitetyt ratkaisut toteuttavat yhtdlon ja ovat jaksottomia. Jos h
on jokin jaksoton ratkaisu, niin lemman 2.7 perusteella

h(z) = u(vu)', h(y*) = v(uv)b, h(z) = u(vu)’,

missd wv on primitiivinen. Jos b = 0, tistd saadaan muotoa (1) oleva ratkaisu.
Jos b > 1, niin lemman 2.3 nojalla h(y) ja primitiivinen sana vu kommutoivat.
Télloin vélttdmattd v = 1 tai v = 1 ja h(z),h(y),h(z) € (uv)*, mikd on
ristiriidassa oletuksen kanssa. Jos b = 1, niin lemman 2.9 mukaan h(v) =

(pa)*p, h(y) = (pa)**'p ja h(u) = qp((pg)"**'p)*~*pq. Tisté saadaan muotoa
(2) oleva ratkaisu. Jos p ja ¢ kommutoisivat, niin ratkaisut olisivat jaksollisia.

O]
2.11 Lemma. Yhtilon vyxz = 22y jaksottomat ratkaisut ovat

>i+1

= (pq)'p, yv=pq, z=qp((pg)™'p)pqg,

missi p,q € X7, i,j > 0 ja pq # qp.
Todistus. Viitetyt ratkaisut toteuttavat yhtalon ja ovat jaksottomia. Jos h
on jokin jaksoton ratkaisu, niin lemman 2.7 perusteella

h(zy) = (uv)u, h(z) =v(uw), h(z) = (uww)%u.

Koska h(z) < h(z) < h(xy) ja uwv # vu, niin h(z) = u < h(z) = v < uv. Nyt
on oltava h(z) = pq ja h(x) = (pg)'p, jolloin y = gp((pq)"*'p)’pq. Jos p ja ¢
kommutoisivat, niin ratkaisut olisivat jaksollisia. O

2.12 Lemma. Olkoon a,b > 1 ja U,V € Z*. Jos h on yhtilin x*yU = y°zV
ratkaisu, niin h(z) ja h(y) kommutoivat.

Todistus. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, ettd h(x) < h(y). Talloin
h(y) = h(x)°t, missd h(z) £ t. Koska h(z)*"... = h(z)..., niin t < h(z).
Nyt Az}t = h(y)h(z) ... ja [h(z)*t), (b)) > [h(z)h()], joten
viite seuraa lauseesta 2.3. O]



2.3 Diofantoksen yhtalot ja relaatiot

Jatkossa tarvitaan lineaarisista Diofantoksen yhtéloista ja epadyhtéloista koos-
tuvia ehtoja, seki keinoa kuvata sanat polynomeiksi.

2.13 Maiéritelma. Olkoon A = {ai,...,ayn} jokin N-alkioinen joukko ja
R joukko funktioita A — Ny = {0,1,2,...}. Joukko R on lineaarinen Dio-
fantoksen relaatio, jos on olemassa sellaiset luvut M, K,,,C,,, > 0 ja li-
neaariset polynomit p,, € Zlzxy,...,zn] (m = 1,...,M; n = 1,...,N;
k=1,...,K,), ettd f € R jos ja vain jos

(3) \/ ((/\pmk ..,f(aN))=o>A</\f(an)zcmn)>.

Lineaarisen Diofantoksen relaation méarittelevi ehto (3) on siis disjunk-
tio lineaarisista yhtdloryhmisté tdydennettynd muuttujien f(aq),..., f(ay)
alarajoilla.

2.14 Esimerkki. Jos maaritelmén 2.13 joukossa A on vain yksi alkio a, niin
ehto (3) tulee muotoon

§ (oo o)

joillakin kokonaisluvuilla by, ¢i. Siis joko R on &éarellinen joukko tai on ole-
massa sellainen ddrellinen joukko B C Ny ja luku C, ettd f € R jos ja vain
jos f(a) € B tai f(a) > C.

Aakkosto Z, jossa on k kirjainta, voidaan ajatella joukoksi {1,..., k}.
Télloin voidaan madritelld funktiot A, p : =% — Z[X]:
Mw) = X

pw) = an X™ + -+ aX +ag

kaikilla w = a,,...ap € Z*. Témén voi ajatella vastaavan myds luvun n-
arista esitystd, kun n > k: sana w esittid n-kantaisessa lukujérjestelmésséi
lukua, joka saadaan sijoittamalla polynomissa p(w) muuttujan X paikalle
luku n.

2.15 Esimerkki. Jos u,v € =*, niin p(uww) = p(u)A(v) + p(v). Jos w € =
ja ¢ > 0, niin

pw') = p(w)A(w'™) + pw)A(w™?) + - + pw)Mw) + p(w)
—uw) )\(w)Z 1—l—/\(w) + 4 Aw) + 1)




Toinen tapa kirjoittaa tdmé on

pw) —_ p(w)
I—ANMw) 1—X\w?)

Esimerkin 2.15 kaavat ovat tirkeitd jatkossa. Kuvaus p sanoilta polyno-
meille on selvisti injektiivinen, joten saadaan seuraava lause.

2.16 Lause. Olkoon = mikd tahansa aakkosto. Sanat U,V € =* ovat samat
jos ja vain jos polynomit p(U) ja u(V') ovat samat.



3 Parametriset ratkaisut

Téssé luvussa méadritellddn parametriset sanat ja joukkojen esittdminen néi-
den avulla. Parametristen sanojen avulla voidaan myos méaéritella eksponent-
tiyhtalot, jotka ovat tarkeitd jatkossa. Eksponenttiyhtaloihin liittyvia lausei-
ta todistetaan suoraan Hmelevskiin esitystd seuraten ja edelld todetun sano-
jen ja polynomien yhteyden avulla. Luvun lopuksi todistetaan, ettd neljan
muuttujan yhtilon zuy = yvr ratkaisuja ei voida esittda parametrisesti.

3.1 Parametriset sanat
Maéaritelladn parametriset sanat.

3.1 Maiaritelma. Kiinnitetddn sanaparametrien aakkosto A ja numeeristen
parametrien joukko N. Nyt parametriset sanat maaritellaan seuraavasti:

(i) jos a € AU{1}, niin (a) on parametrinen sana,

(ii) jos « ja 3 ovat parametrisid sanoja, niin samoin on («f3),
(iii) jos a on parametrinen sana ja i € N, niin (a’) on parametrinen sana,
(iv) kaikki parametriset sanat saadaan néin.

Jatkossa oletetaan aina parametrisistd sanoista puhuttaessa, ettd para-
metrijoukot ovat A ja N.

Sovitaan, etti funktiolla f : NV — Ny voidaan kuvata parametrisii sanoja
seuraavien sddntéjen mukaisesti:

(i) jos a € AU{1}, niin f((a)) = a,
(ii) jos « ja 8 ovat parametrisii sanoja, niin f((af)) = f(«a)f(5),
(iii) jos o on parametrinen sana ja i € A, niin f((a?)) = f(a)f®.

Parametrinen sana siis kuvautuu joukon A* sanaksi, joka saadaan antamalla
numeerisille parametreille lukuarvot funktiolla f. Tdmé sana voidaan edel-
leen kuvata morfismilla A : A* — ¥* joukon >* sanaksi, missd X on jokin
aakkosto; siis annetaan sanaparametreille arvot funktiolla . Yhdistettya ku-
vausta ho f sanotaan arvotukseksi. Myos f voidaan tulkita arvotukseksi jou-
kolle A*. Aina puhuttaessa arvotuksesta h o f oletetaan, ettd f ja h ovat
kuten edellé.

Parametriset sanat « ja (§ voidaan samaistaa, jos f(a) = f(5) kaikilla
funktioilla f : N' — Nj. Nyt voidaan merkintdjen yksinkertaistamiseksi so-
pia, ettd potenssi sitoo kertolaskua vahvemmin, jattaéd turhia sulkuja pois ja
lisiiksi merkité esimerkiksi a‘a’ = o™ ja (a')! = a¥.
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3.2 Esimerkki. Olkoon A = {a,b} ja N’ = {i}. Parametriset sanat
(((@)(©))((@)(8)))  ja (@) ((((b)(a)))(b)))
voidaan samaistaa ja kirjoittaa (ab)™™!.

Jos méaaritellddn parametristen sanojen « ja ( tuloksi a3, niin paramet-
riset sanat muodostavat monoidin ja tavallisia sanoja voidaan kuvata para-
metrisiksi sanoiksi morfismeilla.

3.3 Maaritelma. Maéiritelladn parametrisen sanan aste:
(i) jos a € AU {1}, niin sanan a aste on nolla,

(ii) jos « ja [ ovat parametrisid sanoja, niin sanan a3 aste on maksimi
sanojen «, (3 asteista,

(iii) jos @ # 1 on parametrinen sana ja i € A/, niin sanan o aste on yhti
suurempi kuin sanan « aste.

Parametrisen sanan aste on siis suurin siind esiintyvien sisakkaisten nu-
meeristen parametrien lukumaira. Astetta nolla olevat parametriset sanat
voidaan tulkita aakkoston A* sanoiksi.

3.4 Misritelmi. Méiritelldin parametrisen sanan v kddnteinen sana v
(i) jos a € AU {1}, niin a” = q,
(i) jos a ja 8 ovat parametrisid sanoja, niin (af3)? = gfa®,

(iii) jos o # 1 on parametrinen sana ja i € N, niin (a/)® = (af)’.

Jos parametriset sanat « ja [ voidaan samaistaa, niin niilld on sama aste
ja sanat off ja 3% voidaan samaistaa, joten méiiritelmit ovat jirkevid ja
sopivat yhteen samaistusten kanssa.

3.5 Esimerkki. Olkoon A = {a,b} ja N = {4, j}. Nyt sanan a = a((b'a)'t’ )’
aste on kolme. Lisiksi off = (V/(ab")")’a.

3.2 Yhtaloiden parametriset ratkaisut

Maaritellddn, milloin joukko morfismeja voidaan esittdd parametrisesti; tih-
tdimend on yhtiloiden ratkaisujoukkojen esittdminen.
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3.6 Miaritelma. Olkoon S joukko morfismeja =% — X% N = {iy, ..., i},
hj morfismi joukolta =* parametrisille sanoille ja R; lineaarinen Diofantoksen
relaatio, kun 7 = 1,...,m. Joukko

{(hj, R;) : 1< j <m}
on joukon S parametrinen esitys, jos
S={hofoh;:1<j<m,fe€R;},

missd h o f kiy arvotuksia joukolle ¥*. Joukko S voidaan esittid parametri-
sesti, jos silld on parametrinen esitys.

Jos kaksi joukkoa voidaan esittdd parametrisesti, niin myds niiden unioni
voidaan esittda parametrisesti.

3.7 Maaritelma. Olkoot S, .51, ...,.5, joukkoja morfismeja =* — »*. Jouk-
ko S voidaan esittid parametrisesti joukkojen Si, . ..,S, avulla, jos on sellai-
set morfismit hq, ..., h, joukolta =* parametrisille sanoille, sanaparametrien
aakkostona =, etta

S={gofohj:1<j<n,geS;},
missi [ kiy funktioita N — Nj.

Maéritelmistd ndhdéédn, ettd jos joukko S voidaan esittdéd parametrisesti
joukkojen Si,...,S, avulla, ja jokainen S; voidaan esittdd parametrisesti
joukkojen S;y, ..., S;,, avulla, niin S voidaan esittdd parametrisesti joukkojen
S;; avulla. Jos joukot S; voidaan esittdéd parametrisesti, niin S voidaan esittda
parametrisesti.

3.8 Mairitelma. Yhtilon E ratkaisut voidaan esittid parametrisesti, jos sen
ratkaisujoukko voidaan esittdd parametrisesti. Tdmén joukon parametrinen
esitys on yhtalén E parametrinen ratkaisu.

Néama méaritelmét voidaan luonnollisesti laajentaa myds yhtaloryhmille.
Lauseista 2.1 ja 2.2 sekdi lemmoista 2.7 — 2.11 saadaan niiden késittelemien
yvhtéldiden parametriset ratkaisut.

3.9 Esimerkki. Konjugointiyhtdlollda zz = zy on parametrinen ratkaisu

{(hlaR)a(h27R)}a missd A = {paq}7 N = {2}7 hl(x) = P4, hl(y) = 4qp,
hi(z) = p(gp)’, he(z) = ha(y) = 1, ha(z) = p ja R on triviaali relaatio, jo-
hon kuuluvat kaikki funktiot f : N'— Ny. Yleensi taméi kirjoitetaan tietysti
vihemmén muodollisesti kuten lauseessa 2.2.
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Maaritelmissé esiintyva lineaarinen Diofantoksen relaatio ei ole valttama-
ton, mutta tata relaation poisjattamistéd ei tissd tyossi kisitelld seuraavaa
esimerkkid enempéai.

3.10 Esimerkki. Yhtilon xy = 22 jaksolliset ratkaisut ovat selviisti

,y=t, z2=t"

z =t
missd t € X*, 1+ j = 2k ja 1,7,k > 0. Ehdosta ¢+ + 7 = 2k paédstdan eroon
kirjoittamalla ratkaisut toisin ja jakamalla ne kahteen osaan parametrien ¢
ja j arvojen pariteetin mukaan:

T = t2m’ y = t2n P tm—|—n ta] T = t2m+1’ y = 1(/_271—}-17 P tm—&-n—&—l’

missa t € X* jam,n > 0.
Seuraava lause liittyy yksipuolisiin yhtéloihin tehtéviin sijoituksiin.

3.11 Lause. Olkoon U,V € =¥, x,y € = ja x # y. Olkoon h morfismi
x v+ yx. Jos yhtalon xh(U) = h(V') ratkaisut voidaan esittia parametrisesti,
nin myos yhtdilon xU = yV ratkaisut voidaan esittid parametrisesti.

Todistus. Jos yhtalolla xh(U) = h(V') on parametrinen ratkaisu
{(hj, R;) - 1<j <m},
niin yhtalolla zU = yV on parametrinen ratkaisu

3.3 Eksponenttiyhtilot

Tarkastellaan yhtaloité, joissa tuntemattomat ovat eksponentteja, joille hae-
taan mahdollisia lukuarvoja. Namé voidaan mééaritelld parametristen sanojen
avulla.

3.12 Maadritelma. Eksponenttiyhtdld on pari (o, 3), missid « ja 3 ovat pa-
rametrisii sanoja. Tamin ratkaisuja ovat kaikki funktiot f : AN/ — Ny,
joille f(a) = f(/). Jos numeeriset parametrit ovat jirjestyksessi iy, ..., u,,
niin voidaan puhua myds ratkaisusta (f(i1),..., f(i,)) tai ratkaisusta i; =
f(i1),... i, = f(in). Eksponenttiyhtilon aste on parametrisen sanan «f3
aste.
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3.13 Esimerkki. Eksponenttiyhtilon a’b = (ab)? ratkaisu on i = j = 1.

3.14 Lause. Olkoon E eksponenttiyhtdlo, jonka aste on yksi. Tdlléin on
olemassa sellainen lineaarinen Diofantoksen relaatio R, ettd funktio f : N —
Ny on eksponenttiyhtdlon E ratkaisu jos ja vain jos f € R.

Todistus. Olkoon E yhtdlo o = (3, missi
a = Spt1's1 ... 1S, B = ugvtuy ... vy,

S0y -3 Sm, tl,...,tm, UGy« v oy Up, V1, ...,U0y € A*jail,...,z’m,jl,...,jn EN.
Lauseen 2.16 mukaan funktio f on tdmén ratkaisu jos ja vain jos p(f(a)) =

u(f(3)). Nyt f(a) on
1(s0)AE)TDN(s1) . A (Em) T N (5,,)

+M(t1)(/\(t1)f(i1) —1)

A1) - A ) TN (s510)

i) —1
Jlim) _
v MO0 ) 4 o)

tai toisin kirjoitettuna

#3 (st + gy~ EEE ) s )

+i(sm),
ja u(f(4)) on vastaavaa muotoa. Tastd ndhdadn, ettd yhtilo
(At = 1)~ (Altn) = D) = 1) (\n) = D (0)
=(At) = 1) (Altm) = D(Av1) = 1) (Aon) = Dl (5))
voidaan termejé siirtdmalld kirjoittaa muotoon
(4) XPrgp o X = X@ g XN

missi jokainen Py ja QQf on lineaarinen polynomi luvuista f(i;), f(j;). Yhtalo
(4) voi toteutua vain, jos M = N. Télloin se on ekvivalentti kaavan

\/ ((Pr = Qr) A+ AN (Px = Qu(iy))

™

kanssa, missd 7w kily kaikki N alkion permutaatiot. Viite seuraa tésta. O
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3.15 Lause. Olkoon N = {i},
E : sot'sy ... t's,, = ut'uy . .. tu,
eksponenttiyhtdlo, jonka aste on yksi, So,...,Sm, Ug,- .., U, t € A* ja

S0 -+ Sty - - - Uy

< S.
t]

Tdlloin on olemassa sellainen vain luvusta S riippuva luku T, ettd joko f on
yhtdlon ratkaisu aina, kun f(i) > T, tai f ei ole yhtdlon ratkaisu millddn

f) > T.

Todistus. Kuten lauseen 3.14 todistuksessa, paadytaan yhtaloon (4). Téssé
esiintyvit polynomit P; ovat muotoa af(z)+b. Toisaalta ne ovat polynomien
A(s)s p1(sk), A(t), AM(#)FD, u(t) tulojen termien eksponentteja. Jokainen niis-
td polynomeista voi esiintyé kyseisissé tuloissa korkeintaan kerran. Téten |¢|
jakaa luvun a ja b < 2|sg... S, t|. Vastaava on voimassa my6s polynomien
Q; kertoimille. Téten yhtdlo P; = Qr(;) voidaan kirjoittaa Af(i) = B, missd
A=0tai|A| > |t| ja |B| < 2|sg...8nui...u,t?|. Nyt on olemassa sellainen
vaadittu luku 7', ettd yhtéloilla P; = Q) ei ole ratkaisuja f(i) > T, jollei
jokin yhtélo ole triviaali. TAma todistaa viitteen. O

Seuraava lause on lauseen 3.15 muunnelma, kun N = {i,j}. Se kos-
kee vain tietynlaisessa normaalimuodossa olevia yhtéloita. Olkoon t,v € A*

primitiivisia sanoja, [t| # |v| ja so,...,Sm, Ug,...,u, € A*. Tarkastellaan
eksponenttiyhtal6a

p1 m — q1 n
(5) Soth'sy .. P s, = wgvtug . vy,

missi jokainen t; ja v, on joko sanan t tai sanan v konjugaatti, ja jokainen
Pk ja qr on muuttujien ¢, j ensimmaéisen asteen polynomi. Néiden polyno-
mien kertoimet eivit voi olla negatiivisia. Oletetaan, ettd sanan ¢, viimeinen
kirjain on erisuuri kuin sanan s,_; viimeinen kirjain, ja t, £ sty kaikil-
la c. Tehddan vastaavat oletukset yhtdlon oikean puolen sanoille u; ja vy ja
polynomeille g.

3.16 Lause. Olkoon E yhtilé (5) edelli olevin oletuksin. Oletetaan, ettd
P on parametrin i polynomi, kun t, on sanan t konjugaatti, ja parametrin j
polynomi, kun t; on sanan v konjugaatti. Tehdddan vastaavat oletukset yhtdalon
otkean puolen sanoille vy ja polynomeille q. Oletetaan vield, ettd

S0 .. Sty « .. Up (t0)?]

< S

b
<S8 ja -
a

|we|
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aina, kun w € {t*,v*} ja ainakin toinen polynomeista ai + b, aj + b kuuluu
Joukkoon {p1,...,Pm,q1,---,qn}- Tdlldin on olemassa sellainen vain luvusta
S riippuva luku T, ettd joko f on yhtdlon E ratkaisu aina, kun f(i), f(7) > T,
tai f ei ole yhtdlon ratkaisu millddn f(i), f(j) > T.

Todistus. Todistetaan induktiolla luvun m + n suhteen, ettd jos yhtalolla on
ratkaisu f, jolle f(i), f(j) > S + 2, niin s; = ug, £ = v5 ja f(pi) = (a)
kaikilla k. Jos m 4+ n = 0, niin viite on selvi, joskin yhtil6 on silloin astetta
nolla. Jos m = 0,n > 0 tai pdinvastoin, niin se eksponentti, joka yhtalosséa
esiintyy, voi saada vain pienid arvoja. Oletetaan, ettd m,n > 0. Voidaan
olettaa, ettid ug < sg, jolloin v; = BA ja sg = uo(BA)XB joillakin A, B.
Nyt || > |so| + [¢3] ja [t]PV| > |(AB)?|. Siis sanojen ¢, ja AB potenssit
yhtyvit vihintddn pituuden [t; AB| verran, ja lauseen 2.3 perusteella t; =
AB. Siis t; = vy, B=1, k =0 ja s9 = ug. Todistetaan, ettd f(p1) = f(q1).
Josolisi f(p1) > f(q1), niin olisi t; = u;C, missda C' # 1,jan > 1. Nyt C'... =
vg((m Ljald < vg(qz), koska f(g2) on riittdvin suuri. Saadaan ristiriita v; =
t < ugv) (@) Tapaus f (p1) < f(q1) on symmetrinen. Induktiivisesti seuraa,
etta S = Ug, tk = Uk ja f(pk) = f(qk) kaikilla &.

Nyt ndhdéin, ettd yhtalossa pr = ¢ esiintyy vain toista tuntematonta ¢
tai j, koska tr = vg. Jos siis f(pr) = f(qr) ja f(i), f(j) > 25, niin on oltava
Pr = qi. Vaite seuraa tésta. O

Lause 3.14 voidaan yleistdd myds tietyn muotoisille astetta kaksi oleville
eksponenttiyhtiloille.

3.17 Lause. Olkoon N = {i,j}. Olkoot So,...,Sm, t1, . tm, Ugy- .., Up ja

vy, ..., Uy astetta nolla tai yksi olevia parametrisid sanoja, joissa ei esiinny
numeerista parametrid j. Oletetaan, ettd i esiintyy ainakin sanoissaty, ..., t,
ja vy, ..., v,. Merkitddn
_ J j _ J j
a = sot181.. .t S, B = ugviuy . .. VL Uy,.

Nyt on olemassa sellainen lineaarinen Diofantoksen relaatio R, ettd funktio
f: N — Ny on eksponenttiyhtilon E : o = 3 ratkaisu jos ja vain jos f € R.

Todistus. Kaytetaan jilleen lausetta 2.16. Kuten lauseen 3.14 todistuksessa,
saadaan yhtalo p(f(«)) = p(f(F)) nimittdjat pois kertomalla ja termeja
siirtdmalla muotoon

(6) XP1+'~~—|—XPM:XQ1+...+XQN7

missi jokainen P ja @Qr on muotoa af(i)f(j) + bf(i) + ¢ joillakin koko-
naisluvuilla a, b, c. Yhtélo (6) voi toteutua vain jos M = N. Télloin se on

16



ekvivalentti kaavan

(7) \/((P1 =Qra)) NN (Py :QW(N)))

™

kanssa, missd 7w kily kaikki N alkion permutaatiot.
Tarkastellaan tassd esiintyvid yhtéloita P, = Qr(x). Jos

Py =af(@)f(5) +0f (@) +¢,  Qaw =df(i)f(4) +ef() + f

ja f(i) > |c—f|, niin yhtdlo P, = Q) on ekvivalentti yhtaloparin a f(j)+b =
df (j)+ejac = f kanssa. On siis olemassa sellainen luku L, etti jos oletetaan
f(i) > L, niin kaava (7) vastaa lineaarista Diofantoksen relaatiota. Tapauk-
sissa f(i) =0,..., f(i) = L alkuperdinen eksponenttiyhtilo muuttuu astetta
yksi olevaksi eksponenttiyhtéloksi, joka on lauseen 3.14 nojalla ekvivalentti
lineaarisen Diofantoksen relaation kanssa. Viite seuraa tésta. O

Seuraavassa lauseessa esiintyvit parametriset sanat tulevat lemman 2.10
yhtélon ratkaisuista.

3.18 Lause. Olkoon A = {p,q}, N ={i,j,k} ja a > 2. Olkoon

(8) a=(pg")'p, B=q, 7= (pg"Vp
tai

a = qp((pg)"p)*2pa(((pg)*'p)* " pq)’,
(9) B = (pg)**'p,

v = aqp((pa) ') 2pa(((pa)*'p)* 'pq)’.

Olkoon A, B € {z,y,z}* ja h morfismi, joka kuvaa x — o,y — [,z +— 7.
Nyt on olemassa sellainen lineaarinen Diofantoksen relaatio R, ettd funktio
f N — Ny on eksponenttiyhtilon E : h(A) = h(B) ratkaisu jos ja vain jos
feR.

Todistus. Kaavan (8) tapauksessa E on astetta yksi ja viite seuraa lauseesta
3.14. Tarkastellaan kaavan (9) tapausta. Voidaan olettaa, ettd yhtdlo A = B
on supistetussa muodossa, jolloin A ja B alkavat kirjaimilla x ja z. Tarkastel-
laan ekvivalenttia yhtédloa y*A = y*B. Erotetaan molemmilta puolilta mak-
simaaliset muotoa y“t; ...y, olevat alkuosat; olkoot nama U ja V. Niin
saadaan yhtiilo muotoon UA; = V B;. Merkitiin T = ((pq)**1p)*~1pq. Nyt
parametriset sanat h(U) ja h(V) ovat muotoa TP3%) ja TRWIK) missi P ja
(2 ovat numeeristen parametrien lineaarisia polynomeja.
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Osoitetaan, ettd jos f on eksponenttiyhtélon h(A) = h(B) ratkaisu, niin
(10) P(f(), f(), f(R)) = Q(f (i), f(5), f(K))-
Oletetaan, ettd olisi P(f(7), f(4), f(k)) > Q(f(2), f(4), f(k)); toinen suunta

on symmetrinen. Téalloin

(11) f(T°h(A1)) = f(h(B1)),

missi ¢ > 1. Koska 3% 'pq < T, on oltava 3* 'pq < h(Bj). Tisti seu-
raa, ettd B; = y®B,. Nyt yhtélo (11) supistuu yhtéloksi f(T¢1h(Ay)) =
f((pq)*ph(By)). Téstd nihdiin, ettd pitdd olla ¢ > 1 tai y < A;. Molem-
missa tapauksissa (pg)*™p < T"1h(A;), jolloin pitéd olla pqg < h(Bs), miki
on mahdollista vain, jos B, alkaa kirjaimella z tai z. Mutta talloin B; alkaa
sanalla y®x tai y®z, mikd on vastoin sanan V' maksimaalisuusoletusta. Yhtalo
(10) on siis osoitettu.

Nyt eksponenttiyhtdlé h(UA;) = h(V B;) on ekvivalentti yhtdloparin
hU) = h(V), h(A;) = h(B;) kanssa. Niistd yhtéloistd ensimméinen on
ekvivalentti lineaarisen Diofantoksen yhtélon (10) kanssa. Jalkimmaéinen on
alkuperdistd yhtaloa lyhyempi ja siihen voidaan soveltaa samaa menettelya
induktiivisesti. Néin saadaan viite todistettua. O

3.4 Neljan muuttujan yhtalot

Neljan muuttujan yhtéloiden ratkaisuja ei voida yleisesti esittda parametri-
sesti. Hmelevskii osoitti tdmén kiyttamalla vastaesimerkkind yhtaloa zuy =
yvx. Esitetddn tdmén yhtdlon ratkaisujen parametrisoitumattomuudelle yk-
sinkertaistettu todistus, joka on Czeizlerin artikkelista [2]. Todistuksessa tar-
vitaan Fibonaccin sanoja ja erityisesti tietoa siité, ettd niilla ei ole tekijoind
neljansid potensseja.

3.19 Madaritelma. Fibonaccin sanat F,, maaritellddn rekursiivisesti seuraa-
vasti: Fy=a, Fy =abja F, = F, 1F,_ 5, kun n > 2.

Jono Fy, Fy, Fy, F3, Fy, ... onsiis a, ab, aba, abaab, abaababa, . . . . Seuraava
lause on todistettu Karhuméen artikkelissa [4].

3.20 Lause. Fibonaccin sanoilla ei ole tekijind minkddn epdtyhjin sanan
neljdattd potenssia.

Sanoilla F, F3, Fy, ... on suffiksi ab ja sanoilla F5, Fy, Fg, ... suffiksi ba.
Merkitdan H, = ab, kun n on pariton, ja H, = ba, kun n on parillinen. T&l-
16in voidaan merkitd F,, = G,H,, kaikillan > 1. Nyt G,, = G,,_1H,,_1G,,_»
kaikillan > 3. Seuraava lemma antaa joitakin ratkaisuja yhtélolle zuy = yvx.
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3.21 Lemma. Jos n > 2, niin G, H,G,_1 =G,_1H,_1G,.

Todistus. Tapaus n = 2 on selva. Jos G, H,G,,_1 = G,,_1H,_1G,, niin ker-
tomalla vasemmalta sanalla GG, H,, saadaan rekursiokaavojen avulla yhtasuu-
ruus G, H,G,.1 = G,.1H, 1G,. Viite seuraa induktiolla, koska H, | =
Hn+1- []

3.22 Lemma. Olkoon p,q,s,t € A*. Jos spt = tqs, niin p = q tai jokainen
sanan st kirjain esiintyy myos sanassa pq.

Todistus. Jos |s| = |t|, niin s = t ja p = ¢. Jatkossa voidaan symmetrian
vuoksi olettaa, etté |s| > |¢|.
Jos |s| < |tq| = |pt|, niin s = t¢’ = p't, missd ¢’ on sanan ¢ prefiksi ja p’

on sanan p suffiksi. Sanat p’ ja ¢ ovat konjugaatteja, joten voidaan kiyttaa
lausetta 2.2. Siitd ndhddén, ettd jokainen sanan st kirjain esiintyy sanoissa
P, ¢ ja siten sanassa pq.

Jos |s| > |tql, niin s = (tq)*s’, missi s’ < tq. Nyt yht#lo supistuu muotoon
s'pt = tgs'. Jos tqg = 1, niin my6s p = 1 ja siis p = ¢. Muuten tamé yhtalo on
samaa muotoa kuin alkuperdinen yhtalo, mutta lyhyempi. Tata voidaan jat-
kaa induktiivisesti, kunnes paddytdan johonkin aiemmista tapauksista, jol-
loin joko p = ¢ tai sanan s't jokainen kirjain esiintyy myos sanassa pq, josta
vaite seuraa. O

3.23 Lause. Yhtdilon xuy = yvx ratkaisuja ei voida esittdd parametrisesti.

Todistus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd {(h;, R;) : 1 < j < m} on yhtélén
parametrinen ratkaisu. Nyt jollekin h; ja arvotukselle ¢ = ho f on ¢ o h;
lemmasta 3.21 saatava ratkaisu. Talléin (¢ o h;)(u) = ab ja (p o h;)(v) = ba.
Pitdd siis olla |¢(c)| < 2 kaikilla sanojen h;(u) ja hj(v) kirjaimilla ¢ € A.
Koska ab # ba, niin lemman 3.22 mukaan |p(c)| < 2 myds kaikilla sanojen
h;(z) ja h;(y) kirjaimilla c¢. Koska (¢ o hj)(z) = Gy, niin lauseen 3.20 mu-
kaan ¢(i) < 4 kaikilla sanassa h;j(x) esiintyvilld parametreilld i € N, paitsi
mahdollisesti tekijoiden o', p(a) = 1, tapauksessa. Siis sanojen (¢ o h;)(x)
pituus on rajoitettu, mikd on ristiriita, kun £ ja siten sanan G} pituus on
riittavan suuri. [l

Hmelevskii antaa kaikki yhtalon zuy = yvx ratkaisut. Namé koostuvat
parametrisesti esitettdvista ratkaisuista tapauksessa u = v ja hieman sanojen
GG, tapaan méadariteltavista ratkaisuista.
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4 Kolmen muuttujan yhtilot

Kahdessa viimeisessi luvussa tarkastellaan kolmen muuttujan yhtaloita. Tun-
temattomien aakkostona on = = {x,y, z}. Yhtiloistd voidaan olettaa, etté
niiden vasen puoli alkaa kirjaimella . Samoin voidaan olettaa, ettd x esiin-
tyy myos yhtalon toisella puolella, mutta ei ensimméisend. Yhtéalon yleinen
muoto on néilla oletuksilla

2U(z,y,2) =V(y,z)aW(z,y, 2).

Téssa siis V' € {y, z}*. Sama on voimassa myos yksipuolisille yhtéloille.

Jos kolmen muuttujan yhtalolla on ratkaisu h, jolle h(z) = 1, niin A
on muuttujien x ja y yhtdlon ratkaisu. Téalléin A on jaksollinen tai jokai-
nen morfismi g, jolle g(z) = 1, on yhtélon ratkaisu. Téllaiset ratkaisut on
helppo esittdd parametrisesti. Ratkaisut, jotka ovat jaksollisia tai joissa jokin
muuttuja saa arvon 1, ovat triviaaleja. Tarvittaessa voidaan keskittyd vain
epatriviaaleihin ratkaisuihin.

Lopullisena tavoitteena on todistaa, ettd kaikkien kolmen muuttujan yh-
taloiden ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti; tAméa tavoite saavutetaan
luvun 5 lopussa. Lemmat ja lauseet seuraavat liheisesti Hmelevskiin esitys-
té, joskin joitakin todistuksia on hieman yksinkertaistettu. Ainakin seurauk-
sen 2.5 kiaytto lyhentdd todistuksia, joskus my6s merkinnélliset seikat, kuten
morfismin kisitteen kdytto.

4.1 Perusyhtalot

Aloitetaan méarittelemalld perusyhtalot ja todistamalla ratkaisujen paramet-
risoituvuus niille.

4.1 Maéaritelma. Yhtilo on perusyhtdlo, jos se on triviaali yhtalo U = U,
missd U € Z*, jos silld on vain triviaaleja ratkaisuja, tai jos se on jotakin
seuraavista muodoista, missi a,b > 1, ¢ > 2 jat € {x,2}:

Pl. 2% ... =y’z...
P2. 2. . = y%...
P3. zyt... = zzy. ..
P4, zyt... = zyx. ..
P5. zyz...=zay...

P6. zyz...=zyz...
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P7. zytz... = zyx...
P8. zyt... = 2%y. ..
P9. zyxz... = 22%y. ..

Maéaritelmé 4.1 pitaé tulkita muuttujien uudelleennimeédmisté vaille. Esi-
merkiksi yhtilo y?zz = zyxy on perusyhtild P1. Sama koskee muitakin jat-
kossa esitettavid madritelmia.

4.2 Lemma. Olkoon S,T,U,V € =*. Oletetaan, ettd yhtdlolla S = T on
parametrinen ratkaisu {(h;, R;) : j =1,...,m}, missd parametrijoukot ovat
A ={p,q} ja N = {ir,...,ix}. Oletetaan, etti eksponenttiyhtalot h;(U) =
h;(V') ovat ekvivalentteja lineaaristen Diofantoksen relaatioiden kanssa. Tdl-
loin yhtdloparin S = T,U =V ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti.

Todistus. Olkoon h;j(U) = h;(V) ekvivalentti lineaarisen Diofantoksen re-
laation R} kanssa. Osoitetaan, etté yhtéloparin ratkaisuilla on parametrinen
esitys

{(hj,RjﬂR;) j: 1,...,m}UA,

missd A on yhtéloparin jaksollisten ratkaisujen parametrinen esitys.

Jos ¢ = ho f on arvotus, jolle f € R; N R, niin p o h; on yhtélon S =T
ratkaisu ja f on eksponenttiyhtdlon h;(U) = h;(V') ratkaisu, jolloin poh; on
myo6s yhtalon U = V ratkaisu.

Jos taas g on yhtaloparin S =T, U =V jaksoton ratkaisu, niin g = poh,
jollakin sellaisella luvulla j ja arvotuksella ¢ = ho f, ettd f € R;. Pitdé vield
néyttid, ettd f on eksponenttiyhtédlon h;(U) = h;(V) ratkaisu. Morfismi h
on kahden muuttujan yhtélon f(h;(U)) = f(h;(V)) ratkaisu, mutta se ei
voi olla jaksollinen, koska g ei ole jaksollinen. Siis f(h;(U)) ja f(h;(V)) ovat
sama sana. u

4.3 Lause. Perusyhtdloiden ratkaisut voidaan esittid parametrisesti

Todistus. Yhtaloille U = U ja yhtaléille, joilla on vain triviaaleja ratkaisuja,
véite on selvi. Todistetaan se yhtaloille P1-P9. Redusoidaan ensin yhtiloita
toisiksi lauseen 3.11 perusteella. Yhtdlo P2 redusoituu sijoituksella xz — yx
yhtaloksi xyx ... = y®z ..., joka on muotoa P1. Yhtilot P3 ja P4 redusoituvat
sijoituksella x +— zx yhtaloiksi xyz... = zxy... ja zyz... = yzx..., jotka
ovat muotoa P5. Yhtalo P8 redusoituu sijoituksella x — zx yhtéloksi zyzA =
2%xyB joillakin A, B € =*. Tadmi on lemman 2.12 perusteella ekvivalentti
muotoa P5 olevan yhtédlon zyzryzA = zxyz®xyB kanssa.

Riittaa siis tarkastella yhtdloita P1, P5, P6, P7 ja P9. Kdytetddn lemmaa
4.2. Tassd lemmassa esiintyvina yhtdlond U = V voivat olla ndmé yhtilot
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itse ja yhtalona S = T yhtalot zy = yx, xyz = zxy, ryz = zyx, xy°z = zy°c
sekii, zyrz = za?y. Yhtdlon P1 tapauksessa timi seuraa lemmasta 2.12,
muuten pituusargumentilla. Lemmojen 2.8, 2.10 ja 2.11 mukaan néiden rat-
kaisut saadaan tietyistd parametrisistd sanoista yli sanaparametrien p,q ja
numeeristen parametrien ¢, j, k. Nahdéin ettd lemman 4.2 eksponenttiyhta-
16 tulee yhtédloiden P1, P5 ja P6 tapauksessa olemaan astetta yksi, jolloin
voidaan kayttdad lausetta 3.14, yhtalon P9 tapauksessa lauseen 3.17 tyyppia
ja yhtédlon P7 tapauksessa lauseen 3.18 tyyppid. Se on siis kaikissa tapauk-
sissa ekvivalentti lineaarisen Diofantoksen relaation kanssa ja viite seuraa
lemmasta 4.2. O

4.2 Yhtaloiden kuvat

Olkoon ty,...,t, € {y,z} jaV =ty ...t,. Merkitdén t,,1 = t;. Jos morfismi
h on yhtélon E : xU = VW ratkaisu, niin

joillakin luvuilla k.7 ja sanalla u, jotka toteuttavat ehdot £ > 0,0 < i < n
ja h(tip1) £ u.

Kaavan (12) toteuttava morfismi h puolestaan on yhtdlon F ratkaisu jos
ja vain jos

Voidaan kirjoittaa h = ¢ o f, missi f on morfismi x — V¥, ...t;x ja ¢
morfismi, jolle g(z) = u, g(y) = h(y) ja g(z) = h(z). Nyt h on yhtdlon E
ratkaisu jos ja vain jos g on yhtalén

ratkaisu.

4.4 Maaritelma. Yhtalon
2U(x,y,2) = V(y, 2)zW(x,y, 2)
kuva morfismissa x — V!Px, missa t >0, V = PQ ja Q # 1, on
2U(V'Pz,y,2) = QPxW (V' Px,y, 2).

Jos sanassa V' esiintyy vain toista kirjaimista y, z tai jos P = 1, niin kuva on
degeneroitunut.
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Edelld todetun nojalla yhtalon ratkaisut saadaan helposti sen kuvien rat-
kaisuista, joten riittda tarkastella néditd kuvia. Kuvia on ddretén maara, mut-
ta muuttamalla jokin kuva yksipuolisesta yhtalosta tavalliseksi yhtéloksi voi-
daan rajoittua ddrelliseen médrddn yhtdloitd. Seuraava méidritelmé koskee
tata.

4.5 Maaritelma. Yhtalo E redusoituu yhtiloiksi E, ..., E, n-tuplalla si-
joituksia, jos E on muotoa

2U(z,y,2) Sty ... tyxV (2, y, 2),
missia 1 <n < kjaty,... t, €{y,z}, yhtdlo E; on
xU(ty ... tix,y,2) Sty gty . bVt . tx,y, 2),
kun 1 <i < n, ja yhtalo E, on
xU(ty .. tyx,y,2) =tpyr .. bty b2V (. by, y, 2).
Edella olevista tarkasteluista seuraa nyt lauseen 3.11 yleistys.

4.6 Lause. Jos yhtilé E redusoituu yhtdloikst E, . .., E, n-tuplalla sijoituk-
sta, ja yhtaloiden Ei, ..., E, ratkaisut voidaan esittid parametrisesti, niin
yhtalon E ratkaisut voidaan esittad parametrisesti.

4.7 Maaritelma. Yhtalo
2U(x,y,2) = V(y, z)zW(x,y, 2)
on tyyppida I, jos molemmat muuttujat y, z esiintyvit sanassa V. Yhtalo
U (z,y,2) = 2%V (z, 2)yW (2,9, 2),
missd b, c > 1, on tyyppid II, jos b > 1 tai V # 1.

4.8 Lause. Tyypin I yhtilon ratkaisut voidaan esittid parametrisesti joiden-
kin sen ddrellisen monen kuvan ratkaisujen avulla.

Todistus. Tarkastellaan yhtaloa
E:xU(z,y,2) = V(y, 2)aW(z,y, 2)
missd molemmat kirjaimista y, z esiintyvit sanassa V', ja sen kuvia

(14) Ep;: 2U(V'Px,y,2) &= QPzW (V'Px,y, 2),
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missd ¢ > 0, V = PQ ja (Q # 1. Osoitetaan, ettd on olemassa sellainen luku
T, ettd jos P ja () ovat kiinteét, niin yht&l6illa (14) on kaikilla ¢ > T" samat
ratkaisut.

Olkoon h yhtidlén Ep; ratkaisu. Talloin eksponenttiyhtaloon

h(@)U(h(V)'h(Pz), h(y), h(z)) = MQPx)W (h(V)'h(Pz), h(y), h(z)),

missd ¢ ajatellaan tuntemattomaksi, voidaan soveltaa lausetta 3.15. Tésséd
esiintyvé raja S ei riipu morfismista h, koska molemmat kirjaimista y, z esiin-
tyvit sanassa V ja h(z) < h(y) tai h(z) < h(z). On siis olemassa sellainen
morfismista h riippumaton luku 7', ettd h joko on ratkaisu kaikilla ¢ > T tai
ei millaan ¢ > T'. Siis yhtéloilla Epr, Epry1, Eprio, ... on samat ratkaisut,
kun P on kiintea.

Nyt lauseessa vaadituiksi kuviksi kelpaavat yhtélot Ep;, missa P <V ja
J <T. Yhtalon E ratkaisut saadaan nimittdin kaavasta

gofoh,

missd joko i’ on morfismi z — V7 Px, g kily vastaavan kuvan Ep; ratkaisut,
f ei tee mitddin ja j < T, tai sitten A’ on morfismi z — VIt Pz, i on
numeerinen parametri, g kily kuvan Epp ratkaisut ja f antaa muuttujalle ¢
arvoja joukosta Nj. [

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd tyypin IT yhtéloille lauseen 4.8 todis-
tuksessa esiintyva viite luvun 7' olemassaolosta ei yleisesti pidd paikkaansa.

4.9 Esimerkki. Yhtilon zy = z2? kuvat ovat oy & zzz'z. Nyt 2 = a,
y = ba(ab)Na, z = ab on tillaisen kuvan ratkaisu jos ja vain jos t = N. Siis
kaikilla kuvilla on erilaiset ratkaisujoukot.

Tarkastellaan tyypin IT yhtaloa
(15) vy’ A(z,y, 2) = 2w B(x, 2)yCla,y, 2),

missd b,c > 1 ja b > 1 tai B # 1. Taméan kuvat ovat degeneroituneita ja
muotoa

(16) vyt A(Zw,y, 2) = 22 B(2'x, 2)yC (2w, y, 2).
Lause 4.8 on voimassa myos osalle yhtdloista 15.

4.10 Lause. Jos B = 2%, d > 1, niin yhtilon (15) ratkaisut voidaan esittidi
parametrisesti joidenkin sen ddrellisen monen kuvan ratkaisujen avulla.
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Todistus. Yhtilo (16) redusoituu sijoituksella z — xz yhtéloksi
(17) Y A((w2) w,y,22) = (20)°(22)'yC((22) v, y, 22).

Olkoon h tdmin ratkaisu. Merkitdin D = h((zx)%(z2)?) ja h(y) = DY,
missd Y < D, jolloin saadaan yhtalo

(18) Y/(D'Y)''A(h((z2)'z), DY, h(x2)) = DY C(h((z2)'x), D’Y, h(zz)).

Kééntéden jos yhtdlo (18) on voimassa, niin h on yhtédlén (17) ratkaisu ja
siitd saadaan yhtalon (16) ratkaisu. Lauseeen viite seuraa, kun osoitetaan,
ettd on olemassa sellainen morfismista A riippumaton raja 7', ettd jos yhtélo
(18) on voimassa jollakin ¢ > T, niin se on voimassa kaikilla i > T". Talloin
nimittdin voidaan rajoittua niihin kuviin (16), joissa i < T', kuten lauseen
4.8 todistuksessa.

Jos j kiinnitetddn, niin yhtélo (18) voidaan ajatella muuttujan ¢ ekspo-
nenttiyhtiloksi, ja voidaan soveltaa lausetta 3.15. Morfismista h riippumat-
toman rajan S olemassaolo seuraa siitd, ettd |Y| < (d + ¢)|h(xz)|. Pitaa
vield késitelld tapaukset, joissa j on suuri. Sovelletaan lausetta 3.16. Siinéd
esiintyviksi sanoiksi ¢ ja v kelpaavat sanojen h(zz) ja D primitiiviset juu-
ret. Jos ndmé olisivat yhtd pitkit, niin olisi ¢ = v ja h(zz) = h(zz), jolloin
paddyttaisiin jaksolliseen ratkaisuun. Voidaan siis olettaa, etté |t| # |v|. Nyt
yhtélo (18) saadaan lauseen 3.16 vaatimaan muotoon: siirretddn ensin sano-
jen t ja v potensseja mahdollisimman paljon vasemmalle muuttamalla ¢ ja v
aina sopiviksi konjugaateikseen, ja yhdistetdan sitten mahdollisimman pal-
jon kustakin potenssista oikealle olevaa osaa kyseiseen potenssiin. Tamé voi
edellyttdd muuttujien 7 ja j korvaamista muuttujilla i’ = i—a ja j' = j—bjoil-
lakin luvuilla a, b. Lauseen 2.3 perusteella sanojen h(zz) ja D konjugaattien
potenssit voivat yhtyéd korkeintaan pituuden |h(xz)D| verran, joten voidaan
valita a,b < ¢+ d + 1, ja muuttujat i’ ja j’ voidaan ottaa kiyttéon jos 7 ja j
ovat riittdvin suuria. Koska sanat h(zz) ja D muodostuvat sanoista h(z) ja
h(z) jaY < D, niin lauseen 3.16 raja S ei riipu morfismista h. O

4.3 Yhtaloiden 0-kuvat

Yhtéloiden kuvien tarkastelu ei yksinkertaisimmassa muodossaan riité; sik-
si méaritellddn korkeamman kertaluvun kuvat ja erityisesti 6-kuvat. Namé
mahdollistavat lauseen 4.8 yleisemmaén vastineen todistamisen.

4.11 Maaritelma. Jono yhtal6itd Ey, ..., E, on ketju, jos E; on yhtdlon
E; 1 kuva kaikilla ¢, 1 < ¢ < n. Talléin E, on yhtilon Ey kertaluvun n kuva.
Jos jokainen E; on degeneroitunut kuva, niin ketju on degeneroitunut ja FE,
on degeneroitunut kertaluvun n kuva.
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4.12 Maaritelma. Maaritelldan tyyppien I ja IT yhtaloiden 6-kuvat. Tyypin
I yhtalon O-kuvat ovat kaikki sen kuvat. Tyypin IT yhtédlon 6-kuvat ovat sen
degeneroituneet kertaluvun 2 kuvat ja degeneroitumattomat kertaluvun 3
kuvat.

4.13 Lemma. Yhtdlon (15) ne ratkaisut h, joille |h(y)| < |h(2)|, voidaan
esittida parametrisesti joidenkin sen ddrellisen monen kuvan ratkaisujen avul-
la.

Todistus. Viite todistetaan kuten lause 4.8. Olkoon F; yht&lo (16) ja h tdmén
ratkaisu. Talloin eksponenttiyhtaloon

missd ¢ ajatellaan tuntemattomaksi, voidaan soveltaa lausetta 3.15. Téassa
esiintyva raja S ei riipu morfismista h, koska h(x),h(y) < h(z). On siis ole-
massa sellainen morfismista h riippumaton 7', ettd h joko on ratkaisu kaikilla

1 > T tai ei milladn ¢ > T'. Siis yhtaloilla Ep, Eryq1, Erio,... on samat rat-
kaisut. Kuten lauseen 4.8 todistuksessa, vaadituiksi kuviksi kelpaavat yhtalot
E;, missa j <T. O

4.14 Lemma. Yhtdlon (15) ne ratkaisut h, joille |h(y)| < |h(2)|, voidaan
esittida parametrisesti joidenkin sen ddrellisen monen 0-kuvan ratkaisujen
avulla.

Todistus. Kutsutaan kyseessi olevia ratkaisuja 7-ratkaisuiksi. Olkoon F; yh-
tdlo (16). Lemman 4.13 perusteella 7-ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti
yhtiloiden FEy, ..., Ep T-ratkaisujen avulla jollakin 7". Olkoon P; yhtélon E;
niiden 7-ratkaisujen h joukko, joille |h(z)| > |h(zy)|, ja Q; yhtdlon E; niiden
T-ratkaisujen h joukko, joille |h(y)| < |h(2)| < |h(zy)].

Olkoon E! yhtélon E; kuva morfismissa z — xz ja E! yhtdlon E! kuva
morfismissa y +— zy. Pituusehdosta |h(y)| < |h(2)| < |h(zy)| seuraa, etté
joukko @); voidaan esittdd parametrisesti yhtdlon (15) kolmannen kertaluvun
degeneroitumattoman kuvan E! ratkaisujen avulla.

Tarkastellaan joukkoa P;. Yht&lo (16) on tyyppid I, joten sen ratkaisut
voidaan esittdd joidenkin sen dérellisen monen kuvan ratkaisujen avulla. Jou-
kon P; mééritelmén ehdon |h(z)| > |h(zy)| vuoksi niista voidaan jattaéd pois
kuva morfismissa z — zz. Olkoon néin saatava kuvien joukko Fj;. Joukko P;
voidaan esittdd parametrisesti joukon F; yhtédloiden ratkaisujen avulla. Jae-
taan F; degeneroituneiden ja degeneroitumattomien kuvien joukkoihin G; ja
H;. Joukon H; yhtélot ovat tyyppid I, joten niiden ratkaisut voidaan esittaé

26



adrellisen monen niiden kuvan ratkaisujen avulla. Nama kuvat ovat alkuperéi-
sen yhtélon (15) kolmannen kertaluvun degeneroitumattomia kuvia. Joukon
G; yhtalot ovat toisen kertaluvun degeneroituneita kuvia. Siis myds jouk-
ko P; voidaan esittdd parametrisesti yhtélon (15) dérellisen monen #-kuvan
ratkaisujen avulla. ]

4.15 Lemma. Olkoon A, B,C € =Z* ja i,k,a,p,ay,...,a, > 0 ja c,q > 0.
Oletetaan, ettd kaikki kirjaimet x,y, z esiintyvit sanassa A, y ¢« A, 0 < qg<n
jaag+c+2 <k <i—c—|A|. Merkitiin

Di(z,2) = (z2)((w2)F ™ 2) ... ((z2)T 9 2)2z,

Dy(z,2) = (z2) Mg ((z2) T z) . ((x2) T 2)(z2)P.
Nyt yhtaloilld

(19) y<D1B)aA((:E2)ZI>D1BaxZ) t ZDQDIC(x7y7 Z)
(20) y(D1B)*A((z2)'x, D1 B, xz) & DyD1C(2,y, 2)

on vain triviaaleja ratkaisuja.

Todistus. Ensimmainen yhtalé redusoituu sijoituksella z — yz yhtaloksi
(Dy(z,y2)B")*A((wy2)'z, Dy (v, y2) B, vy2) = 2Dy(x, y2) Dy (2, y2)C".

Jos a > 0, niin yhtalé on muotoa

(yzx)°x... = (zay)F. ...
Koska ¢ > 0 ja i — k > ¢+ 1, niin talla yhtalolla on seurauksen 2.5 mukaan
vain triviaaleja ratkaisuja. Jos a = 0 ja z™y < A, m > 0, niin yhtal6 on
muotoa

(zyz)™y ... = (zzy)~". ...

Koska ¢ — k > m + 1, niin talld yhtalolla on seurauksen 2.5 mukaan vain
triviaaleja ratkaisuja. Jos a = 0 ja 2™z < A, m > 0, niin yhtil6é on muotoa

(zy2)™ .. = (zay) M zpayz .

paitsi jos n = ¢ ja p = 0, jolloin se on muotoa
)m-‘,—i

(xyz o= (zay) T g (yza) wyz

Koska i —k+ay > 0 jai > i—k+a,+c+1, niin tilla yhtalolla on seurauksen
2.5 mukaan molemmissa tapauksissa vain triviaaleja ratkaisuja.
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Toinen yhtélo kisitellddn samoin. Se redusoituu sijoituksella x — yz yh-
téaloksi

(D1(yx, 2)B")* A((yxz)'yx, Dy (yz, 2) B, yx2)
=a(zyx) T ((yaz) T yx) L ((yoz) T rya) (yaz) Dy (ya, 2)C".

Jos a > 0, niin yhtédld on muotoa

(zyx)y... = (xzy)™". ...

Koska ¢ > 0 ja i — k > ¢+ 1, niin talla yhtalolla on seurauksen 2.5 mukaan
vain triviaaleja ratkaisuja. Jos a = 0 ja 2™y < A, m > 0, niin yhtilo on
muotoa

(yxz)™z... = (zzy)™". ...

Koska i — k > m + 1, niin talld yhtalolla on seurauksen 2.5 mukaan vain
triviaaleja ratkaisuja. Jos a = 0 ja 2™z < A, m > 0, niin yhtil6é on muotoa
)m—l—i

(yzz o= (way) TR gy

paitsi jos n = ¢ ja p = 0, jolloin se on muotoa

m+i i—k+aq (L’(

(yxz)" ™. = (z2y) 2yx)yx . ...

Koska i —k+a, > 0 jai > i—k+a,+c+1, niin tilla yhtalolla on seurauksen
2.5 mukaan molemmissa tapauksissa vain triviaaleja ratkaisuja. O

4.16 Lemma. Jos = esiintyy sanassa B, niin yhtdlon (15) ne jaksottomat
ratkaisut h, joille |h(y)| > |h(z)|, sekd joitakin jaksollisia ratkaisuja voi-
daan esittid parametrisesti joidenkin sen dadrellisen monen 0-kuvan ratkaisu-
jen avulla.

Todistus. Yhtdlon (15) kuvat ovat yhtélét (16). Ehdon |h(y)| > |h(2)| vuoksi
tdman kuvista riittda tarkastella kuvaa morfismissa z — xz:

(21) W A(z2)'w,y, v2) = (20)°B((w2)', 22)yC((22)'x, y, 12).

Pituusehto tulee télle yhtilolle muotoon |h(y)| > |h(zz)|. Yhtdlo (21) on
yhtélon (15) toisen kertaluvun degeneroitumaton kuva. Kaytetdén merkintaa
D = (z2)°B((xz)'z,xz). Nyt yhtilon (21) kuva morfismissa y — D7Dy,
missid j >0, Dy < D ja D’D; # 1, on

y(D? Dyy)" ' A((22)'z, D’ Dyy, x2)

22 . , .
(22) =Dy D B((zz2)'x,x2)yC((zz)'x, D’ D1y, xz),
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missd DDy = D.

Voidaan kirjoittaa D = (zx)¢((z2)™"z) ... ((x2)"%x)(xz)P, missd n >
I,p>0jaay,...,a, >0.0Olkoon M = max{a;+c+1+|A]:1<1<n}.
Jos D; "leikkaa” tekijan (zz)’ sanassa D, niin

Dy = (z2)((z2) T x) ... ((x2) % 1g) (z2)F,

Dy = (x2) 7 F 9y ((x2) T 0tin) . ((22) ) (22)P
tai

Dy = (z2)((z2) ™™ 2) ... ((x2) "% 12)(z2)"

Dy = z(xz) Frap((zz) 1y L ((22) ) (22)?,

missd 0 < k <tjal<g<n.Jos M <k <t—M,niin lemman 4.15 mukaan
yht&lolla (22) on vain triviaaleja ratkaisuja.

Yhtélon (15) kaikki jaksottomat ratkaisut h, joille |h(y)| > |h(z)|, saadaan
yhtélon (22) ratkaisuista. Jaetaan alkuperdisen yhtilon jaksottomat ratkaisut
joukkoihin P ja @ sen mukaan, saadaanko ne yhtélostd (22), kun ¢ < 2M
tai kun ¢ > 2M. Pitdi osoittaa, ettd ndma joukot seki joitakin jaksollisia
ratkaisuja voidaan esittdé dérellisen monen yhtilon (22) ratkaisujen avulla.

Olkoon U &= V yhtél6 (22) ja h jokin tdméan ratkaisu. Jos ¢ on kiinted,
niin yhtdlo h(U) = h(V) voidaan ajatella eksponenttiyht&loksi, missd j on
numeerinen parametri. Sovelletaan lausetta 3.15. TAmén mukaan on olemassa
sellainen morfismista h riippumaton 7', ettd h joko on ratkaisu kaikilla j > T
tai ei milladn 7 > T'. Voidaan olettaa, ettd sama T kiy kaikille arvoille 7 <
2M. Kuten lauseen 4.8 todistuksessa, nihdéén, ettd joukko P sekd joitakin
jaksollisia ratkaisuja voidaan esittdé niiden yhtildiden (22) avulla, joissa i <
2M ja j <T.

Tarkastellaan sitten joukkoa (). Nyt voidaan kirjoittaa ¢ = 2M + m. Kir-
joitetaan yhtilossd (22) tekijoiden (xz)* paikalle (z2)M (xz)™(z2)M. Témén
jalkeen sana D; ei voi endd "leikata” tekijad (xz)™, jos olemme kiinnostuneita
vain yhtéldisté, joilla on jaksottomia ratkaisuja. Siis sanalle D; on vain rajoi-
tettu méaara vaihtoehtoja luvun m arvosta riippumatta. Kiinnitetdan D; ja
ratkaisu h. Nyt yhtdlo h(U) = h(V) voidaan ajatella eksponenttiyhtaloksi,
missd j ja m ovat numeeriset parametrit. Kiinnitetdan myos parametrin m
arvo, jolloin voidaan kiyttda lausetta 3.15. Nahd&in, ettd olemassa sellainen
morfismista A ja parametrin m arvosta riippumaton raja L, ettd h joko on
ratkaisu kaikilla j > L tai ei millian 57 > L. Kiinnitetdan sitten vuorostaan j
ja ajatellaan h(U) = h(V') eksponenttiyhtéloksi, jossa tuntemattomana pa-
rametrind on m. Nyt lauseen 3.15 avulla ndhdédén, ettd olemassa sellainen
morfismista A riippumaton raja N;, ettd h joko on ratkaisu kaikilla m > N;
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tai ei millidn m > N;. Voidaan olettaa, ettd tdmé raja on kasvava luvun
J suhteen. Yhdistaméllda nimé tarkastelut ndhdaan, ettd h joko on ratkaisu
kaikilla j > L, m > Np, tai ei millddn 57 > L, m > Np. Joukko @) seké joitakin
jaksollisia ratkaisuja voidaan siis esittaé niiden yhtaldiden (22) avulla, joissa
1 < 2M + Ny jaj < L. Tama todistaa lauseen. ]

4.17 Lemma. Jos x esiintyy sanassa B, niin yhtdlon (15) jaksottomat rat-
kaisut, sekd joitakin jaksollisia, voidaan esittdd parametrisesti joidenkin sen
adrellisen monen 0-kuvan ratkaisujen avulla.

Todistus. Vaaditut 8-kuvat saadaan yhdistdmélla lemmojen 4.14 ja 4.16 jou-
kot. 0

4.18 Lemma. Jos B = 2%, missi d > 1, niin yhtilén (15) ratkaisut voi-
daan esittid parametrisesti joidenkin sen dadrellisen monen 0-kuvan ratkaisu-
jen avulla.

Todistus. Yhtalon kaikki kuvat ovat degeneroituneita; néistd voidaan valita
adrellisen monta lauseen 4.10 mukaan. Nama kuvat ovat tyyppid I, joten nii-
den kuvista voidaan lauseen 4.8 mukaan valita ddrellisen monta. Naisté toisen
kertaluvun kuvista degeneroitumattomat ovat tyyppid I, joten niiden kuvis-
ta voidaan jalleen valita dérellisen monta. Yhdistaméllda ndmé degeneroitu-
mattomat kolmannen kertaluvun kuvat degeneroituneisiin toisen kertaluvun
kuviin saadaan vaadittu joukko 6-kuvia. O

4.19 Maaritelma. Mairitellidn tdydellinen joukko yhtalon E 60-kuvia. Jos
E on tyypin I yhtilo, niin se on lauseen 4.8 joukko. Jos E on yhtilo (15),
niin se on lemman 4.14 joukko, jos B = 1, lemman 4.17 joukko, jos = esiintyy
sanassa B, ja lemman 4.18 joukko, jos B = 2%, d > 1.

Kaikilla tyyppien I ja II yhtal6illa on siis tdydellinen joukko 6-kuvia.
Seuraava lause on tdmén osion tavoite.

4.20 Lause. Jos yhtalét Eq, ..., E, muodostavat taydellisen joukon yhtdlon
E 0-kuvia ja jokaisen yhtdlon E; ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti,
nun yhtdlon E ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti.

Todistus. Tyypin I yhtéldille viite seuraa lauseesta 4.8. Tarkastellaan tyypin
IT yhtdloa (15). Jos B # 1, niin viite seuraa lemmoista 4.17 ja 4.18. Ole-
tetaan, ettd B = 1. Lemman 4.14 vuoksi riittdé osoittaa, ettd yht&lon (15)
ne ratkaisut h, joille |h(y)| > |h(2)|, voidaan esittdd parametrisesti. Olkoon
h tallainen ratkaisu. Talloin h(x) = h(z)™u joillakin m > 1 ja u < h(z),
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h(z) = uv jollakin v ja y = vuw jollakin w. Nahd&én, ettd h = go f, missd f
ja g ovat morfismeja, f(z) = (z2)"x, f(y) = zxy, f(2) = xz ja g on yhtilon

(23) yza... = (z2)%....

ratkaisu; toisaalta kaikki ndin saatavat morfismit A ovat yhtdlon 15 ratkai-
suja. Lemman 2.12 perusteella g on my6s yhtélon yzx = zxy ratkaisu. Nyt
voidaan kiyttdd lemmaa 2.8 ja lemmaa 4.2; ndiden mukaan yhtdlon (23)
ratkaisut g voidaan esittdd parametrisesti. Tulkitsemalla my6s morfismissa
f esiintyvé eksponentti m numeeriseksi parametriksi, saadaan parametrinen
esitys vaadituille ratkaisuille h. O
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5 Kolmen muuttujan yhtaloiden puut

Téssé viimeisessid luvussa todistetaan, ettd jokaisen kolmen muuttujan yhté-
16n ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti. Tama tapahtuu palauttamalla
yhtalot vaiheittain toisenlaisiin yhtaloihin, jolloin muodostuu puu, jonka sol-
mut ovat yhtéloitd. Todistetaan, ettd jokaisella yhtilolla on téllainen puu,
jonka lehtisolmut ovat perusyhtéloita.

5.1 Yhtaloiden ympéaristot

Tarkastellaan erilaisia tapoja palauttaa yhtidlon ratkaiseminen muiden yhté-
l6iden ratkaisemiseen. Erds néista tavoista vaatii kaksi lemmaa.

5.1 Lemma. Olkoot u,v,w sanoja, 0 < |w| < |u| ja ¢ > 1. Jos
wuttv. = utou . tai w(uv)u?. .. = (uw)u?. ..,

nun uY = V.

Todistus. Merkitiin u = wt. Yhtilostd wutv ... = u“low. .. saadaan nyt
supistamalla
(wt) o = t(wt)vwt .. .

ja tasta ottamalla alkuosat edelleen
(wt) o = t(wt)vw.
Yhtilosta w(uv)u?. .. = (uv)u?... taas saadaan
(wtv) wtwt - - - = to(wtv)* twtwt . . .
ja tastd ottamalla alkuosat edelleen
(wtv) wt = tv(wtv)* wtw.

Molemmissa tapauksissa viimeisten yhtaloiden alku- ja loppuosista saadaan
wt = tw ja wtv = tvw. Siis p(w) = p(t) = p(tv) = p(v) = p(u). O

5.2 Lemma. Olkoon Eq yhtdlo
zyzyPs. .. = 2laytt ...

missd s,t € {x,z} ja a+p # b+ q. Olkoon lisiksi k > 8 + |p — q| parillinen,
Ey yhtilo xP = 2Q) ja Ey, ..., Ey degeneroitunut ketju. Tdlloin yhtdlon Ej
ne ratkaisut, joissa y # 1, toteuttavat yhtdlon

xyz2y’ = 2Py
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Todistus. Oletetaan, ettd FE;,; on yhtdlén F; kuva morfismissa f; : x —
(zy*)%z, kun i on parillinen, ja morfismissa f; : 2z — (zy?)%z, kun i on
pariton. Koska fo(x) ja fo(2) ja siten fo(s) ja fo(t) alkavat kirjaimella z, on
yhtilo Ey muotoa

zyzyPr. .. = 2lbaylr ..

r=(fro o fi)(2) = (fo o ) ((wy") @2y’ )ay”) (wy")®).

Merkitéiin f = f,o---o fs. Helposti nihdéiin, etté 2y® ja zy° esiintyviit sanan
f(zy®) tekijoind ainakin k — 4 kertaa. Jos nyt h on yhtélén Fj ratkaisu, niin

17(zy®2y”)] = [h(2y"zy?)]| < la+p —b—ql[h(y)|
< (a+b)[h(y)| + [p — qllh(y)]
< (1+[p —g))|h(zyzy")|
< (k= 7)|h(zy"2y")]
< [h(f (zy™))I.
On siis voimassa yhtasuuruus
w((u®v)?u)u® ... = (u®v)?u) u® ...

missd u = h(f(zy®)), v = h(f(2y®)) ja |w| < |u|. Nyt lemman 5.1 mukaan
pitdd olla w = 1 tai uv = vu eli h(xy®zy?) = h(zyPay?) tai h(zytzyb) =
h(zybxy®). Ensimméinen tapaus ei ole mahdollinen oletuksien h(y) # 1 ja
a + p # b+ q perusteella. O

Seuraavaksi maaritelldén yhtaloiden ymparistot.

5.3 Madaritelma. Yhtilot F4, ..., F, muodostavat yhtdlon E ympdriston,
jos jokin seuraavista ehdoista on voimassa:

Y1. yhtalot Eq, ..., F, muodostavat tdydellisen joukon yhtdlon E #-kuvia,
Y2. E redusoituu yhtaloiksi E, ..., E, jollakin n-tuplalla sijoituksia,

Y3. F on yhtdlo U =V, U ja V alkavat eri kirjaimilla, n = 2 ja F; sekd Fs
ovat yhtalot U = V sekda V = U,

Y4. n=1ja B, = ER,

Y5. E on yhtidlo SU = TV, kukin kirjaimista z,y, z esiintyy kummassakin
sanassa S ja T' yhtd monta kertaa, n =1 ja F; on yhtdlo US = VT,
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Y6. n =1 ja E; on E supistettuna vasemmalta tai kerrottuna oikealta jol-
lakin kirjaimista x, y, 2,

Y7. n = 1 ja lemman 5.2 oletuksin £ on yhtalo P = z(Q ja E; yhtilo
ry’zy’r P = 2ylry?2Q.

Ehdot Y1 ja Y2 ovat jatkossa tarkeimmat. Ehto Y3 mahdollistaa tarkas-
telujen siirtdmisen yksipuolisiin yhtdloihin. Ehdon Y6 vuoksi voidaan tarvit-
taessa olettaa yhtdloiden olevan supistettuja vasemmalta ja jatkuvan riitta-
vén pitkélle oikealle. Muut ehdot tulevat kiytt6on joissakin erikoistapauksis-
sa. Seuraava lause perustelee ympériston méaritelmén jarkevyyden.

5.4 Lause. Jos yhtdilot F, ..., E, muodostavat yhtilon E ympdriston ja
nitden ratkaisut voidaan esittad parametrisesti, niin mydos yhtalon E ratkaisut
voidaan esittid parametrisesti.

Todistus. Kaydaan lapi eri tapaukset sen mukaan, minkd mééritelmin 5.3
ehdoista yhtilot Ey,..., E, tayttavat:

Y1. Seuraa lauseesta 4.20.

Y2. Seuraa lauseesta 4.6.

Y3. Yhtédlon U = V ratkaisujoukko on yhtéléiden U = V ja V =2 U ratkai-
sujoukkojen unioni.

Y4. Jos {(hj, R;) : 1 < j <m} on yhtilén ET parametrinen ratkaisu, niin
{(hf,R;): 1 <j <m}, missd hl'(t) = h(t)", kun t € Z, on yhtilon E
parametrinen ratkaisu.

Y5. Yhtdlo SU = TV on ekvivalentti yhtéloparin S =T, U = V kanssa, ja
tdmé on edelleen ekvivalentti yhtalon US = VT kanssa.

Y6. Yhtélot £y ja E ovat ekvivalentit.

Y7. Yhtilé B, on ekvivalentti yhtiléparin 2y%2y® = zy’ry®, E kanssa. Lem-
man 5.2 mukaan yhtdlén E ratkaisut ovat tdmén yhtdloparin ratkaisut
seké ratkaisut, joissa y = 1. Namé voidaan esittda parametrisesti

]
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5.2 Yhtaloiden puut

Ympaéristdjen avulla voidaan mééaritelld yhtaléiden puut.

5.5 Maiaritelma. Suunnattu sykliton graafi, jonka solmut ovat yhtaloita,
on yhtdlon E puu, jos seuraavat ehdot tayttyvét:

(i) ainoa solmu, johon ei tule kaarta, on yhtélo F,
(ii) jokaiseen muuhun solmuun tulee tarkalleen yksi kaari,

(iii) jos solmusta Fy lihtee kaaret tarkalleen solmuihin Ey, ..., E,, niin nima
yhtéalot muodostavat yhtalon Fy ympériston.

Sama yhtdlo voi esiintyd puussa useampana eri solmuna. Jos solmusta ei
lihde yhtdaan kaarta, se on lehtisolmu.

5.6 Méairitelmé. Puu, jonka kaikki lehtisolmut ovat perusyhtéloita, on pe-
TUSPUL.

Jos tyypin I tai IT yhtdlon E jokaisella #-kuvalla on peruspuu, niin yhté-
16114 E on peruspuu, koska silld on tdydellinen joukko #-kuvia. Ympéariston
maéadritelmén kohtaa Y1 kiytetddn yleensd juuri néin kisittelemélld kaikkia
f-kuvia tietyn tdydellisen joukon valitsemisen sijaan.

Tavoitteena on osoittaa, ettd kaikilla kolmen muuttujan yhtéloilla on pe-
ruspuu. Tahan tulokseen johtaa sarja lemmoja, joista ensimmaéiseen eli lem-
maan 5.7 liittyva peruspuu on kuvassa 1. Taéméan lemman todistuksessa puun
muodostuminen on myos selitetty esimerkin omaisesti hieman huolellisemmin
kuin jatkossa.

5.7 Lemma. Yhtililli E : ryz*A(x,y, 2) = yz*xB(z,y, z) on peruspuu.

Todistus. Kaytetdan madritelmén 5.3 kohtaa Y5, jolloin saadaan yhtalo Fy :
Azyz? = Byz’z, ja timin jilkeen kohtaa Y4, jolloin saadaan yhtdlo F, :
2yr AR = x22yBf. Jaetaan tdmi yksipuolisiksi yhtéldiksi By : 22yzr AR =
r2?yBf ja B, : 22yz AR = x2°yBY kohdan Y3 nojalla. Niisti ensimmii-
nen on perusyhtilé muotoa P2. Jalkimmaiseen kiytetdan kohtaa Y2; yhtélo
redusoituu parilla sijoituksia © — zx,  — 2%z yhtiloiksi By : zyzx... =
x2%y. .. ja B : yz?x ... = xz%y.... Nimi ovat perusyhtilsiti muotoa P9 ja
P7. Niin saadaan viitetty peruspuu. O

5.8 Lemma. Yhtdlolli v°yz... = zyxy ... on peruspuu.
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Kuva 1: Lemman 5.7 yhtilon peruspuu.

Todistus. Taméa yhtdlo redusoituu parilla sijoituksia z — zx ja x — zyx

yhtaloiksi xzxyz ... & yzey ... ja rxzyryz... = zyxy. ... Jilkimmé&inen on
perusyhtdld muotoa P5 ja ensimmadisestd tulee sijoituksella y — xy yhtalo
2xyz... = yzx?y..., johon voidaan kiyttdd lemmaa 5.7. O

5.9 Lemma. Jokaisella yhtilin xy?z... = zy?z ... degeneroitumattomalla
0-kuvalla on peruspuu.

Todistus. Kyseessd, on tyypin I yhtdlo, joten sen degeneroitumattomat 6-
kuvat ovat muotoa xy?z... & y?zx ... tai muotoa xy*z... &= yzyx.... En-
simméinen néistd on perusyhtédlo P2 ja jalkimméinen perusyhtild PS. [

5.10 Lemma. Jokaisella yhtilon xyztA(x,y, 2) = za*yB(z,y, z), missit #
z, degeneroitumattomalla 0-kuvalla on peruspuu.

Todistus. Yhtdlo on tyyppid II. Muotoa xyz... = zx ... olevan yhtilon ku-
vat ovat degeneroituneita ja muotoa xyz... & zx.... Toisen kertaluvun
degeneroituneet kuvat ovat jilleen muotoa zyz... == zx.... Alkuperdisen
yhtalon toisen kertaluvun degeneroitumattomat kuvat ovat

(24) yrzg(h(tA)) = za((vy) zz) zyg(h(B)),

missd h on morfismi z — 2'z ja g on morfismi 2z — (zy)zz. Edelld todetun
perusteella degeneroitumattomat #-kuvat ovat yht&lon (24) kuvat; tarkastel-
laan erikseen tapauksia j = 0 ja j > 0 ja kiytetddn merkintdd C = tA.
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Olkoon ensin j = 0. Yhtélon (24) kuvat ovat
(25) yrzCO((22)'w, DDy, 12) &= DyDyyB((z2)'z, DDy, v2),
missi D = Dy Dy = zx(x2)'z, D # D) ja DFD, # 1. Jos DyD; alkaa jollakin
sanoista 2, zzw, zxz, niin yhtild (25) on perusyhtils. Muuten DoD; alkaa
vilttamittd sanalla 222, Dy = 1 ja k > 0. Télléin yhtéls (25) on

yrzO((z2)'x, Dy, x2) &= zo(x2)'2yB((x2)'z, Dy, 12).
Tama redusoituu sijoituksella z — yz yhtaloksi
vy2Cl(zy2)' 3, By, oy2) = zo(ay=) ayB((vy2)is, By, zy),

missi E = yzx(ryz)'w. Tami on ekvivalentti jonkin seuraavista yhtilopa-
reista kanssa:

(a) xyzx = zzzyjay...=z..., jost =z,

(b) zyzyzaxx = zzayzry jay...=z...,jost =y jai > 1,

(¢) ayzyzer = zazyzey jay...=x...,jost=y,i=1jay £ B,

(d) zyzyzex = zzxyzry ja (yzx)y ... = (yzx)z ... jost =y, i =1jay < B.

Kaikissa tapauksissa yhtaloparilla on seurauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja
ratkaisuja.
Olkoon sitten j > 0. Jos ¢t = x, niin yhtilo (24) on

yaz((zy) zz)'wg(h(A)) = zx((zy) z2) xyg(h(B)).

Tama on ekvivalentti yhtédloparin yrzx = zzxaxy, y... = x... kanssa, joten
silli on seurauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja ratkaisuja. Jos t = y, niin
yhtdlo (24) on

yrzy ... = zoay(zy) trzay. .

Tamaén tyypin I yhtélon jokainen kuva on jotakin muodoista
Yyzx . .. é:x2..., Yrz... &S xZw ... yxzzxzs... i:za:2yxzx...,

missd s # x. Kaksi ensimmadistd ovat perusyhtiloitd P2 ja P3. Kolmas on
ekvivalentti yhtiloparin yrzza? & za?yrz, s... = x ... kanssa, joten silli on
seurauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja ratkaisuja. O
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5.3 Tukiyhtilot

Téssé osiossa madritelladn tukiyhtilot ja todistetaan vilituloksena, etté niilla
on aina peruspuu.

5.11 Maaritelma. Olkoon 1 < a,0 < 2, d > 1 jat # y. Tukiyhtilé on
muotoa

(26) Yt = zyx . tai Yt = 2y
tal muotoa

(27) 2yt = 2(y2)

oleva yhtalo.

5.12 Mairitelma. Puu, jonka jokainen lehtisolmu on perusyhtild, kaavan
(26) tukiyhtild tai yhtdlo x?yt... = zyzxy. .., missd t # y, on tukipuu.

5.13 Lemma. Olkoon Ey, ..., E5 ketju yhtdilin
Ey : zy*tA(z,y, z) = 2% B(x, 2)yC(x,y, 2)

kuvia, missi a,c > 1, A,C # 1 ja t # y. Oletetaan ensin, ettd Ey on
degeneroitunut kuva. Nyt

1. Ey on muotoa xy®z... = zx...;

2. josa=2,¢c=1, B=1jay % C, nitn Ey on muotoa zy*z... =
2TYT ..

3. josa=2,c=1ja B=ux, niin By on muotoa vy’z... = za?y...;

4. jos a = 1, niin Ey on perusyhtilé P3 tai muotoa xyzs... = zay. ..,
missd s # z.

Oletetaan sitten, etti Ey on degeneroitumaton kuva. Nyt
1. E3 on tukiyhtdlo;

2. josa=2,c=1, B=1jay £ C, niin E3 on perusyhtilé tai muotoa
YT2Y ... = ZTR2Y ...

3. josa =2,¢c=1ja B = x, niin E3 on kaavan (26) tukiyhtilo tai
muotoa T2ys ... = zyzwy, missi s £ y;

4. jos a =1, niin Es on kaavan (26) tukiyhtdld.
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Todistus. Yhtalo E; on muotoa
vyz A (z,y, 2) = 2“2 B(2'w, 2)O (22, y, 2),
missd 7 > 0 ja A; # 1. TAmén kuvana Es on muotoa
DyDyz Ay (2, y, 2) = 2h(2° o B(2'x, 2)C (2w, y, 2)),

missi i on morfismi z — (zy®)/Dyz, j > 0, Dy < zy®, (xy*)'D; # 1,
D1D2 = Iya ja z ﬁ A2 7é 1.

Yhtalo Fy on degeneroitunut kuva jos ja vain jos D; = 1. Téll6in nelja
ensimmaistd véitettd ovat tosia. Jos D; # 1, niin laskemalla E3 erikseen
kolmessa tapauksessa t = 0, Dy =z, jat >0, D; =z, jat >0, D; = 2°,
1 < b < a, ndhdaan viimeiset nelja viitetta tosiksi. O

5.14 Lemma. Olkoon s,t # y. Yhtilon xy*s... = zayt ... jokaisella dege-
neroitumattomalla 0-kuvalla on peruspuu. Yhtilon xy*z ... = zay . .. jokai-
sella degeneroitumattomalla 0-kuvalla on tukipuu.

Todistus. Jalkimmaiselle yhtalolle viite seuraa lemman 5.13 kohdasta 3. En-
simmaiselle yhtalolle se taas seuraa kohdasta 2, koska siind esiintyvé yht&lo
yrzy ... = zxzy... redusoituu sijoituksella y — zy lemman 5.7 yhtalok-
si. O

5.15 Lemma. Olkoon s # = ja t # y. Yhtdloistd
(a) xy?z... = z2%y. ..
(b) wyzs... = zz?y...
(c
(d) zyzt... = 2%z ...

)
)
) zyz... = zayt ...
)
) xyz... =2yt

(e
ensimmdaiselld on tukipuu ja muilla peruspuu.

Todistus. Olkoon Ej jokin yhtéloista (a)—(d). Se voidaan kirjoittaa muotoon
rylzyPu. .. = zybaydv. .., missi u,v # y. Téssi aina a +p # b + ¢. Ol-
koon [ > 8+ |p — ¢| parillinen. Muodostetaan yhtalélle Ey téydellinen joukko
f-kuvia, niille tidydellinen joukko #-kuvia, ja niin edelleen [ kertaa. Namé
f-kuvat muodostavat ketjuja Ey, ..., ;. Osoitetaan, ettid jokaisessa téllaises-
sa ketjussa on yhtilo, jolla on vaadittu tuki- tai peruspuu; tdmé todistaa
lemman viitteen.

39



Tarkastellaan ensin degeneroituneiden #-kuvien ketjuja. Téllaista ketjua
vastaa tavallisten kuvien degeneroitunut ketju ja voidaan kiyttaa ympéariston
méadritelmén kohtaa Y7. Talloin yhtdlé E; korvautuu jollakin seuraavista
yhtaloistas:

(a)) xy?z... =3 zay”. ..
(b)) zyz... = zzy. ..

() xyz... = zay?. ..
(&) zyzy... = 2yx. ...

Yhtilo (b’) on perusyhtélo P3. Yhtilot (a’) ja (¢’) redusoituvat sijoituksella
x — zx lemman 5.7 yhtdloksi. Yhtélo (d’) redusoituu talld sijoituksella yh-
tialoksi xyzyP = y?zx(Q, joka saadaan ympiriston méiritelméin ehdoilla Y5
ja Y4 muotoon yzyx ... = xzy*. .., jolla on lemman 5.7 mukaan peruspuu.
Tarkastellaan sitten degeneroitumattomia ketjuja. Téllaisesta ketjusta
voidaan erottaa degeneroitunut alkuosa FEy, ..., E;_; ja olettaa, ettd F; on
yhtdlon E;_; degeneroitumaton 6-kuva. Jos E; on muotoa (a) — (c), niin
E;_, on vastaavaa muotoa, ja yhtdlolla E; on vaadittu perus- tai tukipuu
lemman 5.14 tai lemman 5.10 perusteella. Jos Ey on muotoa (d), niin kaikki
yhtdlét Ey, ..., E;_ ovat tyyppid I. Olkoon 0 < ¢ < j. Jos ¢ on parillinen,

niin E; on muotoa xyz... = zy*x.... Jos i on pariton, niin E; on muotoa
zy?r ... = zyz. ... Oletetaan ensin, ettd j on parillinen. T&llsin F; on muo-
toa yrzr... = zy*x..., missd r # 2. Tami on yhtilo (b). Oletetaan sitten,

ettd j on pariton. Télloin E; on muotoa y?... = zy... tal yzy... = zyz. . ..
Namaé ovat perusyhtaloita P2 ja P3.

Viite on todistettu yhtaldille (a)—(d). Yhtdlo (e) on joko muotoa (d) tai
muotoa (d’), joten silldkin on peruspuu. ]

5.16 Lemma. Kaavan (26) tukiyhtdldilld on peruspuu.

Todistus. Tarkastellaan ensin yhtilod 2%yt ... = zyz ..., missi 1 < a,b < 2
jat # y.Jos a =0>b=1, niin tdma on perusyhtild P4. Jos a = 1 ja b = 2,
niin yht#lé on tyyppis I ja sen kuvat ovat muotoa zyz... =% xy’z... tai

yzxs... = xy?z..., missi s # x. Niilld on peruspuu lemman 5.15 perus-
teella. Oletetaan, ettd a = 2. Nyt yhtalo redusoituu sijoituksilla xz — zz,
x +— zyr yhtaloiksi zzxy... & yzes... ja xzy... = zyxr..., missi s # .

Jalkimmainen on perusyhtdlo P5. Jos ensimmaéisessd s = y, niin se redusoi-
tuu sijoituksella y — xy lemman 5.7 yhtdloksi. Jos taas s = z, niin kyseisen
yhtdlon kuvat ovat muotoa yzxz... & Dy, missd D on sanan zzx konju-
gaatti. Jos D = zzz, niin tdmi kuva on perusyhtilo P4. Jos D = za?, niin
se on lemman 5.15 yhtil (¢). Jos D = 2%z, niin se on lemman 5.8 yhtilo.
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Tarkastellaan sitten yhtilod z%y%t... = zxy..., missi 1 < a,b < 2 ja
t # y. Josa = 2taia =0b = 1, niin tdmé on perusyhtilo P2 tai P3.
Oletetaan, ettd a = 1 ja b = 2. Jos nyt yhtédlon oikean puolen neljis kir-
jain on y, niin yhtdlo redusoituu sijoituksella z +— zx lemman 5.7 yhté-
16ksi zy?z... = zay?.... Muuten yhtilén 6-kuvat ovat lemman 5.13 koh-
dan 2 mukaan perusyhtiloiti tai yhtiloitd muotoa xy?z... =% zayx. .. tai
yrzy ... = zxzy.... Ensimmadiselld on peruspuu lemman 5.15 mukaan, jil-
kimmadinen redusoituu sijoituksella y — zy lemman 5.7 yhtéloksi. [

5.17 Lemma. Yhtilolli 2%yt ... = zyzxy ..., missi t # 1y, on peruspuu.

Todistus. Tamén tyypin I yhtdlon kaikilla kuvilla on lemman 5.16 perusteella
peruspuu lukuunottamatta kuvaa morfismissa x +— zx:

a:zxyz...é:yz%:y....

Tamai redusoituu sijoituksella y +— xy yhtiloksi za2?yz... = yz2a?. ... Tar-
kastellaan vastaavia yksipuolisia yhtaloita.
Tyypin II yhtélon

(28) wx?yz.. =yt

kuvat ovat muotoa za?yy'z ... & yzyiza?. .., ja timin kuvat morfismeissa
Y 2y, Yy — 22y, y — 22’y ja muissa morfismeissa puolestaan

22 (zy) . = yz(zy)za® .
TZX ... :;yz%...,

z:UQyzx. L= yzszy cee

(
(
(
( Dyzz ... = yz22’z. ..,

missii D on sanan zz? konjugaatti. Kaksi viimeistsi voidaan jakaa yhtdlopa-
reiksi zayz = y222?, xv... = y... ja Dyz = yz?2% x... = z..., joilla on
seurauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja ratkaisuja. Riittaéd tarkastella kahta
ensimmaistd yhtaloa. Ne ovat degeneroitumattomia kuvia, joten niiden kuvat
ovat yhtalon 28 #-kuvia. Namé& ovat lemman 5.16 yhtéloitd lukuunottamatta
yhtalon 29 kuvaa morfismissa x — yux:

vyx(zy) ™= 2 (y2) (yx)? .

Kaikki tdmén tyypin I yhtdlén kuvat ovat jélleen lemman 5.16 yhtdloita
lukuunottamatta kuvaa morfismissa z — zz:

yr(zzy) ™. = zaz(yre) (yz)? . ...
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Taméa puolestaan redusoituu sijoituksella yhtaloksi

yr(z2?y) ™. = vz(zyxz) (zyx)* ...,

joka voidaan jakaa yhtilopariksi ya?2% = z2%yx, y... = z..., jolla on seu-

rauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja ratkaisuja. Siis yhtalolld (28) on perus-
puu.
Tyypin I yhtilon za?yz ... &= yz?2? ... kuvat ovat jotakin muodoista

(33) Pryz.. =yt
(34) rrayz ... =yt
(35) zx?yz. . =yt

Yhtalon (34) kuvat ovat lemman 5.16 yhtéloita. Yhtdlo (35) on muota (28).
Yhtilon (33) kuvat ovat lemman 5.16 yhtélsitd lukuunottamatta kuvaa mor-
fismissa x — yx:

ryrzyz ... = 2 (yr)?. ...

Kaikki tdmén yhtélon kuvat ovat jilleen lemman 5.16 yhtéloitd lukuunotta-
matta kuvaa morfismissa z — zz:

yrtayrz ... = zaz(yx)® ..

Tama puolestaan redusoituu sijoituksella yhtaloksi

yrilyrz ... = xz(zyx)?. ..,
joka voidaan jakaa yhtilopariksi ya?2? = z2%yx, y... = z..., jolla on seu-
rauksen 2.5 mukaan vain triviaaleja ratkaisuja. O

Lemmat 5.16 ja 5.17 todistavat, ettd jos yhtalolld on tukipuu, niin silla
on myos peruspuu.

5.18 Lause. Jokaisella tukiyhtdlélld on peruspuu.

Todistus. Lemman 5.16 vuoksi riittaé tarkastella yhtaloita (27).

Jos a = b = 1, niin kyseessi on yhtild zyt... = z(yz)%x.... Timin
tyypin I yhtdlon jokainen kuva on lemman 5.16 yhtéilo.

Jos a =1 ja b = 2, niin kyseessi on yhtilo xy?t... = z(yz)% .. .. Témin
tyypin I yhtédlon kuvat ovat jotakin seuraavista muodoista:

(36) A TE B 7 TR
(37) vz, =gy,
(38) vyl = ydis. .,
(39) Y’z = 2yt
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missd s # z, t # y. Tyypin I yhtdlon (36) kaikki kuvat ovat kaavan (26)
tukiyhtéloita. Tyypin IT yhtélon (37) kaikki 6-kuvat ovat lemman 5.13 kohdan
4 mukaan perusyhtéloita, kaavan (26) tukiyhtaloita tai lemman 5.15 yhtéloita
(b). Tyypin II yhtélon (38) kaikki #-kuvat ovat lemman 5.13 kohdan 3 mukaan
lemmojen 5.15, 5.16 ja 5.17 yht&l6itd. Tyypin I yhtélon (39) kaikki kuvat ovat
kaavan (26) tukiyhtdl6itd lukuunottamatta kuvaa morfismissa z — zz, joka
on lemman 5.17 yhtilo.

Jos a = 2, niin kyseessd on yhtilo 2%yt ... = 2(yz)%.... Témin tyy-
pin I yhtélon kuvat ovat kaavan (26) tukiyhtéloitd lukuunottamatta kuvaa
morfismissa z +— zx:

zzry... = (y2)%zx. ...

Jos d > 1, niin tdmén tyypin I yhtélon kaikki kuvat ovat kaavan (26) tukiyh-
taloita. Jos d = 1, niin kyseessi on yhtalo (27), missd a = 1 ja b = 2. O
5.4 Paatulos

Téssé osiossa saadaan neljan lemman jilkeen todistettua peruspuun olemas-
saolo kaikille yhtéldille ja siten myos padtulos kolmen muuttujan yhtéloiden
parametrisista ratkaisuista.

5.19 Lemma. Yhtilolli xy®zyPs ... = zybayit. .., missia > 0, a+p # b+q
ja s,t # 1y, on peruspuu.

Todistus. Jos a = 1 ja b = 0, niin yhtalo on perusyhtdlo P8. Tarkastellaan

muita tapauksia. Yhtilo redusoituu sijoituksilla x — zy‘z (¢ = 0,...,b)
vhtilsiksi

(40) T B == YL 7Y (c=0,....,b6—1),

(41) Yy zyPsP = zylzyitQ.

Kun b— ¢ > 1, niin yht&lo (40) on perusyhtélé P2. Kun b— ¢ = 1, niin tyypin
IT yhtélon (40) #-kuvilla on peruspuu lemman 5.13 kohdan 4 sekd lemmojen
5.15 ja 5.16 mukaan.

Jos a = b, niin yhtdlé (41) on perusyhtdlo P6 tai P7. Oletetaan, ettd
a # b. Unohtamalla oletus a > 0 voidaan symmetrian vuoksi olettaa, etti
a < b. Kayttamalld ympériston méairitelmén ehtoja Y5 ja Y4 padddytidan
yht#l6on muotoa yézyx ... = xy’z ..., missi d = b — a > 1. Jaetaan timé
yksipuolisiksi yhtéloiksi

(42) yvizytr . = ayz .
(43) yilzye . = ayla. .
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Jos d > 1, niin yhtl6 (42) on perusyhtilo P2. Jos d = 1, niin sen #-kuvilla on
peruspuu lemman 5.13 kohdan 4 seké lemmojen 5.15 ja 5.16 mukaan. Yhtilo
(43) redusoituu sijoituksilla z — y°z (¢ =1,...,d) yhtdloiksi

y eyt 3 ays ja o zytiz . =ayby. .

Jalkimmainen on perusyhtilé P6 tai P7, ensimméinen muotoa (42). ]
5.20 Lemma. Yhtdilolld zy®z ... = z2y’x ..., missi a > 0, on peruspuu.

Todistus. Yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon
Eo - zy®zyPu. .. = zylzyiv . ..,

missd u, v # y. Jos a+ p = b+ ¢, niin viite seuraa lemmasta 5.19. Oletetaan,
ettd a +p # b+ q. Olkoon | > 8 + |p — ¢| parillinen. Kuten lemmassa
5.15, muodostetaan yhtélolle Ey taydellinen joukko #-kuvia, néille tdydellinen
joukko f-kuvia, ja niin edelleen [ kertaa. Nama 6-kuvat muodostavat ketjuja
Eq, ..., E;. Osoitetaan, ettd jokaisessa téllaisessa ketjussa on yhtéld, jolla on
peruspuu; tdma todistaa lemman viitteen.

Tarkastellaan ensin degeneroituneiden #-kuvien ketjuja. Téllaista ketjua
vastaa tavallisten kuvien degeneroitunut ketju ja voidaan kiyttaa ympéariston
maéadritelmén kohtaa Y7. Talldin yhtalé E; korvautuu lemman 5.19 yhtalolla
ryzy’r P = 2ylry2Q.

Tarkastellaan sitten degeneroitumattomia ketjuja. Téllaisesta ketjusta
voidaan erottaa degeneroitunut alkuosa Fy, ..., E;_; ja olettaa, ettd £; on
yhtdlén E;_; degeneroitumaton 6-kuva. Jos b = 0, niin yhtélo Ey, on muo-
toa xy®z... = zx ..., ja E;_; on samaa muotoa. Nyt lemman 5.13 kohdan
1 mukaan F; on tukiyhtéld, joten silld on peruspuu. Jos b > 0, niin Fy on
muotoa ry®z... = zy’x.... Yhtdlé F;_; on joko samaa muotoa tai muo-
toa, jossa yhtédlon puolet ovat vaihtaneet paikkaa. Symmetrian vuoksi riittaéa
tarkastella ensimmaistd tapausta. Nyt F; on muotoa y°zy’z... = zy°z.. .,
missd ¢ +d = a ja c > 1. Jos ¢ > 1, niin E; on perusyhtilo P2. Jos ¢ = 1,
niin yhtalolla £; on peruspuu lemman 5.13 kohdan 4 sekd lemmojen 5.15 ja
5.16 perusteella. O

5.21 Lemma. Yhtdlolla xy°t... = z°eB(z,2)y ..., missi a,c > 1 ja t #y,
0N PETUSPUL.

Todistus. Lemman 5.13 kohdan 1 mukaan tdmén tyypin II yhtdlon kaikki
f-kuvat ovat tukiyhtéloitd tai lemman 5.20 yhtaloita. O]

5.22 Lemma. Yhtalolla x™y™t... = 2yA(y,2)x ..., missc n,m > 1 ja t #
Y, ON PETUSPUL.
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Todistus. Yhtalo on tyyppia [; todistetaan, ettd kaikilla sen kuvilla on pe-
ruspuu. Jos n = 1, yhtalon jokainen kuva on muotoa

(44) xy"z...&=Dx...,

missd D on sanan zyA konjugaatti. Jos n > 1, niin yhtalon kuva morfismissa
T — zZr on

(45) w(zx)" ty. . = yAzr. .
ja kaikki muut kuvat ovat muotoa
(46) xzy...&= Dx...,

missd D on sanan zyA konjugaatti.
Tarkastellaan yht#lod (44). Jos y* < D, niin tidmé on perusyhtild P2. Jos
yz < D, niin tdméa on lemman 5.21 yhtélo. Jos z < D, niin tdma on muotoa

(47) zy’s. .. = 2yfta.

missi a,b,d > 1 ja s # y. Yhtilo (46) voidaan kisitelld samalla tavalla kuin
yhtélo (44). Yhtélo (45) on muotoa

(48) ybs ... = 2(y2) ...,

missd a,b,d > 1 ja s # y. Riittdéd todistaa, ettd yhtaloilla (47) ja (48) on
peruspuu.

Tarkastellaan yhtdloa (47). Oletetaan ensin, ettd a = 1. Nyt jokainen té-
mén tyypin I yhtilén kuva on muotoa zy’z... &= Dz, missi D on sanan
2y? konjugaatti. Jos z < D, niin timéi on lemman 5.20 yhtils. Jos y? < D,
niin tama on perusyhtilo P2. Jos yz < D, niin tdma on lemman 5.21 yhtalo.
Oletetaan sitten, ettd a > 1. Nyt tdmén tyypin I yhtdlon kuva morfismis-
sa ¥ — zx on x(zx)* ly... &= yl2x. .., ja kaikki muut kuvat ovat muotoa
xzy ... Dz ... missi D on sanan zy? konjugaatti. Ensimméinen niisti on
tyyppid I ja kaikilla sen kuvilla on peruspuu lauseen 5.18 mukaan. Jélkim-
maéinen on lemman 5.21 yhtilo, jos zy < D; muutoin sen kaikilla kuvilla on
peruspuu lauseen 5.18 mukaan.

Tarkastellaan yhtdloa (48). Oletetaan ensin, ettd a = 1. Nyt jokainen té-
méin tyypin I yhtilén kuva on muotoa xy’z... &= Dz, missi D on sanan
2(yz)? konjugaatti. Jos yz < D, niin timi on lemman 5.21 yht#ls. Muu-
ten Dz on muotoa zys, missi 1 < ¢ < 2 ja s # y, jolloin tdméa kuva on
muotoa (47) ja silld on peruspuu. Oletetaan sitten, ettd a > 1. Nyt tdmén

tyypin I yhtilon kuva morfismissa x — zx on x(z2)* ty... = (y2)%zz.. ., ja
kaikki muut kuvat ovat muotoa xzy... &= Dz ..., missi D on sanan z(yz)?
konjugaatti. Ensimmaéinen néistd palautuu yhtdlon (48) tapaukseen a = 1.
Jalkimmaiselld on peruspuu lemman 5.16 mukaan. O
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5.23 Lause. Jokaisella kolmen muuttujan yhtdlolla on peruspuu.

Todistus. Triviaali yhtdlo U = U on perusyhtdlo. Kaikki muut yhtalot voi-
daan vasemmalta supistamisen jilkeen jakaa yksipuolisiksi yhtéloiksi. Riittaa
siis todistaa véite kaikille yksipuolisille yhtéloille. Jokainen niistd saadaan
kertomalla oikealta sopivilla muuttujilla johonkin muodoista

Vil

xy... =2 yx. ..
x2% ... Zy‘xB(zr,y)z. ..

zy’s ... = y2By,2)x . ..
2. = y2B(y, 2z ...
22 =y eBy, ). ..

(
(
(
(
(
(
missa a,b,c > 1,d > 1, t # z ja s # y. Todistetaan, ettd kaikilla néilld on
peruspuu.

Yhtilo (49) on perusyhtdlé P2. Yhtélo (50) redusoituu sijoituksella z +—
yx yhtéloksi xy ... = y°x ..., joka on perusyhtélo P1. Yhtélo (51) on lemman
5.21 yhtilo. Yhtélo (53) on lemman 5.22 yhtalo.

Yhtalo (52) on tyyppid I ja sen kuvat ovat muotoa zy ... &= Dx ..., missi
D on sanan y°zB konjugaatti. Jos y*> < D, niin timé kuva on muotoa (49),
jos yz < D, niin muotoa (51), ja jos z < D, niin muotoa (53). Siis yhtilon
(52) kaikilla kuvilla ja siten my6s yhtalolld itselladn on peruspuu.

Yhtils (54) on tyyppid I ja sen kuvat ovat muotoa z(y...)* 2by... &
Dz ..., missid D on sanan y%zB konjugaatti. Jilleen nihdiin, ettd timi kuva
on muotoa (49), (51) tai (53). Siis yhtilon (54) kaikilla kuvilla ja siten myos
yhtalolla itsellidn on peruspuu. O

5.24 Lause. Jokaisen kolmen muuttujan yhtalon ratkaisut voidaan esittdd
parametrisests.

Todistus. Lauseen 5.23 mukaan jokaisella kolmen muuttujan yhtalolla £ on
peruspuu. Lauseen 4.3 mukaan yhtdlon £ peruspuun lehtisolmujen ratkai-
sut voidaan esittdd parametrisesti. Nyt lauseesta 5.4 seuraa, ettd kaikkien
puun solmuina olevien yhtiloiden ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti.
Siis erityisesti juurisolmun F ratkaisut voidaan esittdd parametrisesti. O]

Kolmen muuttujan yhtéléiden ratkaisujen parametrisoituvuus on nyt to-
distettu. Tulos on efektiivinen eli parametrinen ratkaisu voitaisiin periaat-
teessa 16ytad algoritmisesti, vaikka tiatd ndkokulmaa ei ole tyossi tarkastel-
tu. Tulos voitaisiin yleistda myo6s yhtaloryhmille, sillda Hmelevskii antaa tavan
muuttaa yhtaloryhmé yksittdiseksi yhtéaloksi.
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